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PRÉFACE. 



L'ouvrage que nous livrons aujourd'hui à la 
publicité a un double but : montrer la pa- 
renté, sous le rapport philosophique, de la 
géométrie — et des mathématiques, en général — 
avec les autres sciences ; fonder ensuite la géo- 
métrie sur une base vraiment scientifique , pour 
arriver à une solution complète des postulats. 
Nous allons dire d'abord quelques mots de cette 
dernière partie, purement mathématique. Nous 
esquisserons rapidement l'histoire de nos idées. 
Notre but, en agissant ainsi, n'est pas de pour- 
suivre une vaine satisfaction d'amour- propre. 
Nous avons cru qu'en indiquant la manière dont 
nous sommes parvenu à découvrir les principes 
que nous exposons, nous leur donnerions un 
nouveau degré d'évidence. 
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« Cest sans doute, avait dit Legendre , à Fim- 
perfection du langage vulgaire et à la difficulté 
de donner une bonne définition de la ligne 
droite, qu'il faut attribuer le peu de succès qu'ont 
obtenu les géomètres quand ils ont voulu dé- 
duire ce théorème (la somme des angles d'un 
triangle est égale à deux droits) des seules notions 
sur l'égalité des triangles que contient le premier 
livre des éléments. » 

S'il est vrai que les conjectures d'un homme 
de génie sont comme un pressentiment de la 
vérité , il y avait à perfectionner le langage ma- 
thématique, en n'y employant aucun terme qui 
n'eût été défini , pour procéder ensuite à la 
recherche d'une bonne définition de la ligne 
droite ; cette définition devait être telle qu'on 
pût en déduire, par voie démonstrative, la pro- 
position que la droite est le plus court chemin 
entre deux points, ainsi que les postulats qui la 
complètent : entre deux points on ne peut tirer 
qu'une ligne droite ; quand deux portions de 
droites cmnddenty les droites elles-mêmes coïn- 
cident dans toute leur étendue. 

Un premier pas important était fait, si l'on 
établissait l'absurdité d'un nombre déterminé de 
plus courts chemins entre deux points. Or, si 
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entre les deux points A et B il existe un nombre 
détei'miné de ces plus courts chemins, il doit en 
exister le même nombre entre les points G et B 
quelconques de l'un d'entre eux; ce qui détruit 
l'hypothèse (1). Quant au principe qui justifie ce 
raisonnement, il domine la géométrie entière et 
les autres sciences; dQ^iV homogénéité^ c'est-à-dire, 
cette propriété de l'espace scientifique de pouvoir 
être indéfiniment et indifféremment divisé en 
parties semblables. Trouver ce principe, c'était 
trouver, en même temps, que la ligne droite est 
une ligne homogène j que le plan est une surface 
homogène. 

En partant de cette notion de l'espace, du plan 
et de la droite, de celles de la grandeur et de la 
forme qui en furent une conséquence, il était 
assez facile de déduire les théorèmes élémen- 
taires concernant la ligne droite, le plan et la 
similitude; mais il restait encore à lever les dif- 
ficultés qui entourent la théorie du parallélisme, 
et à trouver une bonne définition des parallèles. 

Toutefois l'induction pouvait faciliter la solu- 
tion de ce nouveau problème. Les définitions 
nouvelles de la droite et du plan une fois ac- 



( l ) Voir la note de la page 77 , 3* exemple. 
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quises, en recherchant en quoi elles l'empor- 
taient sur les définitions ordinaires, on devait 
être sur la voie des règles de la définition géomé- 
trique. Ce travail tout critique mit en évidence 
le caractère génétique des définitions nouvelles , 
et l'absence de ce caractère dans les définitions 
anciennes, ainsi que dans celle des parallèles. 
Le problème comportait dès-lors un énoncé plus 
précis : Quel est le moyen général d'engendrer 
les parallèles? 

Le rôle que le parallélisme joue dans la théorie 
de la similitude, conduisait naturellement à l'idée 
d'engendrer les parallèles comme on engendre 
les figures semblables, c'est-à-dire les figures qui 
ont même forme ou quine diffèrent qu'en grandeur. 
Or, le procédé générateur s'offrait ici pour ainsi 
dire de lui-même : c'était la majoration ou la mino- 
ration de l'espace. En effet, si d'un point quelcon- 
que, on se met à agrandir ou à rétrécir l'espace, 
toute droite qu'il renferme s'y meut parallèlement 
à elle-même. Les parallèles pouvaient donc se 
définir : des droites semblablement placées dans 
V espace. Mais, l'espacé étant homogène, deux 
d^roites quelconques y occupent des positions 
semblables. Il était donc nécessaire de prendre 
une position fixe pour point de comparaison. 
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La position variable de la droite autour d'un 
de ses points en fut la direction ^ et la théorie 
des parallèles fut définitivement constituée. 

C'est sur ces principes que nous avons basé la 
démonstration vainement cherchée jusqu'à pré- 
sent des postulats. Ils permettent en outre de 
simplifier considérablement la théorie de la 
similitude en général. 

Cet ouvrage peut-il avoir un intérêt didactique? 
Dans notre pensée, oui. Si les principes que notis 
émettons, et par suite les démonstrations aux- 
quelles ils servent de base, étaient plus obscurs 
que les choses à démontrer, nous aurions manqué ' 
notre but. Toute solution non pratique d'une diffi- 
culté élémentaire n'en est pas une à nos yeux (1). 

Depuis plusieurs années déjà nous étions en 
possession des idées purement mathématiques 
que nous venons d'exposer (2). Les questions 



( 1 ) Ce n'est pas à dire toutefois que , dans renseignement , on ne 
doive, en certains cas, différer l'exposition des principes d'une 
science, et la réserver pour le moment où l'élève est déjà plus 
ou moins familiarisé avec le sujet dont elle traite. C'est là une 
tout autre question. Ainsi , pour ne pas sortir du sujet qui nous 
occupe, on pourrait rejeter à la fin du cours de géométrie la démons- 
tration des principes de la similitude , de Tisogénéité et de Thomo- 
généité, mais dès l'abord se servir de leurs conséquences, c'est-à-dire 
les appliquer. 

(2) Kous avions même écrit quelques articles à ce sujet dans les 
Annales de V Enseignement public , publiées à Verviers , année 1857. 

Il 



-- X — 

philosopliiciues (ju'oii peut soulever à Focea- 
sion de la méthode et de la certitude des 

* 

sciences nous préoccupaient en même temps; et, 
dans notre esprit, nous avions uni nos recherches 
sur les principes de la géométrie, et celles sur les 
principes fondamentaux des sciences humaines. 
Cependant ce n'était nullement notre intention, 
si nous donnions la solution des postulats, de 
nous étendre autant que nous le faisons aujour- 
d'hui, sur les questions philosophiques. Mais plus 
tard en prenant connaissance d'une courte dis- 
sertation du savant docteur Ueberweg, disser- 
tation conçue sous ce double point de vue, 
nous avons cru devoir suivre aussi cette marche. 
De là vient que la partie philosophique, générale 
et spéciale, tient une place considérable dans 
notre ouvrage , tandis que la partie qui traite des 
postulats, ne sert pour ainsi dire qu'à- confirmer 
celle-là. 

L'idée fondamentale en est bien simple. 

Dans le groupe des sciences dites positives, 
on distingue communément les sciences induc- 
tives et les sciences déductives. Parmi ces der- 
nières, on range spécialement les mathématiques. 
Seulement, d'un côté, il y a controverse sur le 
point de savoir si la mécanique fait ou non partie 



— XI — 

de ces sciences; et de l'autre, on croit devoir 
résen^er une place à part à Farithmétique et à 
l'algèbre en tant qu'elles n'ont pas besoin, pré- 
tend-on, d'axiomes ni de postulats. Ce sont ces 
distinctions que nous avons eu pour but démettre 
à néant. Nous avons cherché à montrer que les 
sciences positives procèdent toutes d'une manière 
uniforme. Vobservation leur fournit les données; 
par induction on s'élève à un principe hypothé- 
tique d'où Yexpérience scientifique tire des consé- 
quences ; c'est l'expérience qui sert proprement 
à édifier la science. La certitude de la science 
découle de la légitimité logique de sa méthode 
— c'est la certitude subjective — et de l'accord 
de ses résultats avec les faits observés — c'est 
la certitude objective. La science est vraie 
quand ses hypothèses sont à la fois subjectives et 
objectives (1). 

Tout problème philosophique, quelque res- 
treint qu'il paraisse, a cependant, en général, 
une très-haute portée, et se trouve dans d'intimes 
rapports avec d'autres questions plus graves. On 

( l > Nous avons employé quelques termes logiques, tels que ceux 
d'hypothèses , de description, de définition génétique, etc., dans un 
sens quelquefois un peu différent du sens ordinaire. Nous n'avons 
pas cru devoir motiver ces changements parce qu'ils ne nous ont 
pas semblé apporter d'obscurité dans le raisonnement. 
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pourrait se demander ici si les sciences morales 
el philosophiques ont à suivre la même marche 
que les sciences dites positives. Il en est parmi 
elles, et la psychologie est de ce nombre, qui 
admettent sans contredit les mêmes principes. 
Mais il en est d'autres, la métaphysique, par 
exemple, où, semble- t-iJ, ils ne conviendraient 
plus: Et tout d'abord les métaphysiciens diffèrent 
beaucoup des savants proprement dits. Ceux-ci 
ne proposent leur théorie qu'avec circonspec- 
tion ; ils la donnent comme un premier jet 
susceptible d'être amélioré; et, si la forme du 
système, si l'édifice est vicieux, du moins le fond 
subsiste, les matériaux peuvent encore servir. Les 
systèmes des métaphysiciens s'annoncent tou- 
jours, au contraire, comme étant toute la vérité, 
et pourtant ne vivent qu'un jour ; et générale- 
ment de tous les fils dont ils se composent, il 
n'en reste pas qui puissent servir à tisser une 
toile nouvelle. Leur vanité les a fait comparer à 
des bulles de savon ou à des toiles d'araignée, et 
c'est la cause principale de la déconsidération où 
est tombée aujourd'hui la métaphysique. Il s'est 
même produit une école, l'école positive dont 
M. Comte est le fondateur, qui la regarde comme 
le rêve d'une intelligence sortant à peine de l'en- 
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tance : ce qu'elle poursuit ne serait qu'un fan- 
tôme créé par elle. Ce serait pourtant un des plus 
grands faits dont Técole positive aurait k rendre 
compte, que cette illusion qui dura quatre mille 
ans , et qui fit chercher à l'homme la solution 
d'une question qui n'était pas posée. 

Mais ces attaques, auxquelles la métaphysique 
est en butte, ne prouvent qu'une chose : c'est 
que leurs auteurs ne se faisaient pas une juste 
idée de l'objet de la métaphysique. 

On ne s'avise pas de nier l'astronomie, car on 
ne peut nier les corps célestes ni la possibilité 
d'expliquer leurs mouvements. On ne peut nier 
l'anthropologie, vu que l'homme existe, et que 
son existence est l'objet d'un problème , comme 
toute existence. Quel est donc l'objet , quel est 
le but de la métaphysique ? 

La science a pour objet l'univers, mais l'univers 
en tant qu'intelligible. L'univers intelligible est 
l'expression révélée à la conscience d'un rapport 
entre le moi et le non-moi. C'est une série qui 
exprime une fonction inconnue. Y a-t-il possibi- 
lité de connaître les termes du rapport? Tel est 
le problème que se pose le métaphysicien. On 
peut, comme Kant, tout en reconnaissant qu'il 
y a un problème posé, prétendre qu'il est inso- 



— XIV — 

lubie. On déclare ainsi la métaphysique impuis- 
sante à atteindre son but. Quel est ce but ? C'est 
d'expliquer les choses (y compris l'homme et sa 
pensée) et leur intelligibilité par une hypo- 
thèse (1) suprême — panthéisme, pancosmisme , 
dualisme, identité, création — ; et le critérium 
du système serait son accord avec les faits obser- 
vés, en supposant établie la légitimité absolue de 
ce critérium. 

Quelque incomplètement qu'ait dû être exposée 
dans cet ouvrage tout spécial l'idée métaphysique 
qui lui sert de base , il est facile cependant de 
voir qu'également éloignée des deux extrêmes, le 
réalisme et l'idéalisme , elle cherche à les con- 
cilier tous deux. 

Les sensualistes prétendent, soit, avec Hume, 
que les principes de la raison sont des inductions 
tirées illégitimement de la matière empirique, 
et que les résultats de la science n'ont jamais 
qu'une autorité usurpée et une valeur provisoire ; 
soit, avec Mill, que l'induction est un procédé 
souverain et incontestable qui, bien employé, 
donne aux observations empiriques un caractère 
évident. 

( 1 ) Ce mot étant pris dans le sens étymologique , déjà signalé , de 
principe à la fois subjectif et objectif. 
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D'un autre côté, les Cartésiens pensent que 
Fintelligence humaine contient à l'état d'enve- 
loppement les principes absolus que le contact 
du monde vient développer. Ainsi le gland con- 
tient en germe le chêne que la terre , la chaleur 
et riiumidité en feront éclore. L'intelligence dé- 
veloppée est, de cette façon, en harmonie avec les 
phénomènes. Mais l'action de ceux-ci est en réa- 
lité complètement inexplicable , au point que 
Leibnitz finit par la supprimer, côtoyant à la fois 
l'idéalisme subjectif et le panthéisme. 

Quoi que l'on fasse , le mysticisme est au bout 
de cette doctrine, comme le scepticisme est au 
bout de l'autre. 

Enfin Kant crut avoir trouvé la solution défi* 
nitive du problème dans une conciliation dont 
la vraie portée ne lui échappa point,* et qui était 
au fond une réforme de la science. Il prétend 
en eftèt que l'intelligence, armée de toutes pièces, 
impose son empreinte au monde extérieur en 
tant que perçu par les sens, de manière que les 
découvertes de l'expérience ne sont que des re- 
flets des lois immuables de notre esprit. Kant 
conservait donc les deux termes du problème ; 
il admettait même leur rapport; mais ce rapport, 
d'après lui, reste inconnu à la conscience. Il re- 
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connaissait par là ne pouvoir déterminer la part 
de ce noumène mystérieux dans la formation de 
nos connaissances; il s'interdisait même d'en 
parler, et, par suite, ouvrait de nouveau la porte 
aux solutions exclusives qui , tout en restant sur 
le terrain du criticisme, ont détruit le problème 
en le simplifiant. 

Schelling et, après lui, Hegel ont placé la vérité 
dans le rapport lui-même, ou dans la loi du rap- 
port. Leurs systèmes célèbres, qui ne comptent 
plus aujourd'hui que de rares adhérents, ont 
pourtant mis en lumière une grande vérité, c'est 
que l'idéal est la seule réalité ; en d'autres termes, 
que tout ce qui est réel est rationnel, que tout 
ce qui est rationnel est réel. Malheureusement on 
poussa ce principe jusqu'à l'abus ; et il en résulta 
un échafaudage dont les matériaux n'étaient, en 
grande partie, que des acquisitions de l'expé- 
rience, et que l'on donnait cependant comme 
construit à priori. Aussi croula-t-il aussitôt. De- 
vait-on en revenir à l'empirisme pur et simple , 
comme on l'a fait en Allemagne , et , prenant à 
contre-pied la doctrine du maître, s'écrier que le 
fait brutal contient toute idéalité? Faut-il prendre 
en mépris la métaphysique et prononcer contre 
elle un verdict de stérilité et d'impuissance? C'est 
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Teffet naturel de toute réaction. Ne faut-il pas 
plutôt, sans pourtant tomber dans réclectisme, 
se rappeler que la vérité et Terreur existent pres- 
que toujours en même temps dans les ouvrages 
des hommes, que chaque système a son côté 
vrai, et que la marque d'un bon esprit est de 
chercher à le dégager du faux qui Tentoure ? 

Il n'est pas étonnant d'ailleurs que , devant un 
problème aussi ardu que celui de la métaphy- 
sique, les plus belles intelligences viennent se 
briser. Si , tout en obéissant à leur nature rai- 
sonnable et libre qui réclame impérieusement 
une solution, elles ont échoué, loin de leur jeter 
le mépris et le ridicule, on doit les admirer 
de l'avoir tentée. Une défaite n'est pas toujours 
honteuse. 

Quant à nous, nous ne nous sommes attaché 
qu'à un point secondaire, mais nous avons 
cherché à l'éclairer. Si nous avons réussi, peut- 
être nous sera-t-il permis alors de faire à d'autres 
points isolés de la science l'application de la 
même méthode toute scientifique. Disons tou- 
tefois que nous voyons dans l'intelligence sim- 
plement une force synthétique qui tend vers 
l'unité, vers Vunifonnation (si l'on peut risquer 
ce mot) des phénomènes. Elle éprouve un besoin 
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de transformer le monde varié des perceptions en 
un univers de conceptions; les rapports acci- 
dentels , fortuits , en lois générales, vraies partout 
et toujours ; le post hoc en propter hoc ; la matière 
changeante en la substance invariable. D'un côté, 
dans le monde des perceptions, les jugements 
synthétiques sont le produit d'une induction plus 
ou moins hardie, plus ou moins contestable; 
l'attribut reste en dehors du sujet, ne fait, pour 
ainsi dire, que l'habiller. De l'autre, dans l'univers 
des conceptions, lesjugements sont analytiques; 
l'attribut d'abord empirique, est transformé en 
caractère essentiel, et sert à définir le sujet. 

Peut-être cette distinction si simple permet- 
trait-elle de résoudre le problème des antinomies. 
Peut-être l'espace n'apparaît-il comme divisible 
à l'infini , le temps comme n'ayant jamais com- 
mencé, les causes comme étant toujours des 
eftets de causes supérieures , que dans l'univers 
scientifique, dans cet univers où tout est défini, 
étiqueté, numéroté, casé; tandis que les données 
empiriques revêtiraient des caractères tout op- 
posés, que le monde des perceptions présenterait 
purement le fait, toujours le fait, sans lien avec 
ce qui le précède et ce qui le suit , si ce n'est un 
lien tout fortuit de juxtaposition et de succession. 
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Mais ce n'est pas le lieu de traiter cette question 
vitale de la métaphysique, question bien autre- 
ment ardue que celle des postulats, au point que 
les philosophies récentes font de cette antithèse 
la loi de l'intelligence, le signe d'un antago- 
nisme irréconciliable entre l'entendement et la 
raison (i) . 

Après ces quelques mots, que nous n'avons 
écrits que pour fixer la véritable portée du second 
chapitre du premier livre , il ne nous reste plus 
qu'à chercher notre excuse dans la nature mixte 
du sujet, si nous avons quelquefois été trop méta- 
physicien pour les savants , trop mathématicien 
pour les philosophes. 

De plus, comme il est difficile aujourd'hui de 
connaître tous les ouvrages qui ont paru sur une 
môme question, nous réclamerons l'indulgence 
pour le cas où, à notre insu, nous aurions donné 
pour nôtre une idée déjà émise. C'est ainsi 
que nous avions terminé notre travail sur les 
postulats, sans nous douter que MM. Erb(1846) 
et Ueberweg (1851) avaient écrit sur le même 
sujet, et nous avaient devancé dans quelques- 
unes de nos critiques, celle, entre autres, de la 

[ 1 ) Voir la Métaphysique et la Science^ par Bt. Vaghbrot, Paris 1858. 
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définition du plan. Nous oserons toutefois appe- 
ler l'attention sur Tensemble de nos définitions, 
nouvelles, croyons-nous, pour la plupart, et pré- 
cises, autant qu'il nous a été possible. Nous 
n'avons pas dissimulé nos prétentions. Nous 
avons visé à donner à ces définitions la rigueur 
scientifique, et en même temps nous avons 
voulu qu'elles répondissent à l'intuition que l'on 
a de la chose définie. C'est mettre en main à la 
critique une double mesure pour les apprécier. 



Avant de terminer nous avons à dire quelques 
mots dci la traduction qui se trouve à la fin 
de l'ouvrage. La dissertation de M. Ueberweg, 
d'abord imprimée dans les Archives pédago- 
giques y nous avait été communiquée par l'auteur 
lui-même, et nous y avions fait quelques re- 
marques. Quand nous nous sommes décidé à faire 
imprimer notre ouvrage, nous avons obtenu de 
M. Ueberweg l'autorisation de traduire le sien , 
et il a bien voulu écrire une nouvelle intro- 
duction où il rencontre quelques-unes de nos 
objections. De même dans la critique que nous 
faisons de la théorie de cet auteur, nous réfu- 
tons quelquefois des arguments apportés par lui, 
mais qui ne l'étaient pas dans la dissertation 
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primitive. Le lecteur pourra du reste, par la com- 
l)araison des deux éditions du même ouvrage, 
juger de ces modifications (1). 

D'un autre côté, nous avons supprimé dans la 
traduction , et du consentement de l'auteur , 
quelques démonstrations rigoureuses, mais un 
peu longues, qui empêchaient de saisir facile- 
ment la marche et l'esprit général de l'œuvre. 
Nous devons à la vérité de dire que beaucoup 
de nos idées ont été éveillées par les siennes. 
Nous reconnaîtrons la même influence à l'ouvrage 
de Mill sur la Logique Indiictive. Enfin , qu'il 
nous soit permis d'acquitter ici notre dette de 
reconnaissance envers feu A. Meyer, professeur 
de haute analyse à l'Université de Liège, qui 
nous a aidé de ses lumières pour la partie ma- 
thématique, et envers le savant professeur de 
philosophie au même établissement, M. Leroy, 
dont les conseils judicieux nous ont été de la 
plus grande utilité, pour le plan comme pour les 
détails de notre ouvrage. 



1 1 ) L'une des plus importantes est celle qui a trait à la III* Expé- 
rience. L'auteur, en effet , a renoncé à démontrer que dans le corps 
qui tourne autour de deux points fixes, il y a une ligne continue de 
points immobiles. 



PROLÉGOMÈNES PHILOSOPHIQUES 



DE 



LA GÉOMÉTRIE 



ET 



SOLUTIOH DES POSTULATS, 



DlVlSIOiN DE L'OUVRAGE. 

La géométrie peut donner lieu à plusieurs ordres de 
questions philosophiques. 

D'abord elle est une science ; et , à ce titre , elle est 
intéressée dans les problèmes qui sont soulevés à 
l'occasion de la méthode et de la certitude de la science 
en général. 

Ensuite elle est cette science , et , comme telle , elle 
part de principes à elle propres, qu'il faut onumérer, 
déterminer , et analyser. 
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Enfin, il est en géométrie des propositions qu'on 
regarde comme vraies , et dont on a cherché en vain la 
démonstration. Quelle est la raison de ce fait? Y a-t-il 
une démonstration ? Quelle peut-elle être? 

Ainsi s'explique la division de cet ouvrage en trois 
livres : 

LIVRE I. L'unité dans la science. 

LIVRE II. Principes purs de la géométrie. 

LIVRE III. Critique générale et solutions. 



LIVRE PREMIER. 



l'DKITÉ DAHS LA SGIEIGE. 



Quels sont les rapports d'une science donnée avec 
les autres sciences ? Pour la plupart d'entre elles la 
solution se présente d'elle-même ; pour les mathéma- 
tiques , au contraire , cette question attend encore une 
réponse définitive. C'est cette réponse que nous allons 
essayer de donner. 
Nous divisons ce livre en deux chapitres : 
Le premier renferme l'exposé succinct des théories 
diverses qui ont été émises sur la science en général 
et sur les mathématiques en particulier; dans le second 
nous exposons une théorie , nouvelle en partie , sur 
l'unité du principe d'où dérivent nos connaissances. 



1 



CHAPITRE !•'. 



ÉTAT DE LA QUESTION. 

Ce chapitre se divise en trois paragraphes : 
Dans le premier, nous nous occupons de ces théories 
qui font des mathématiques des sciences à part , ayant 
des principes et une certitude autres que les autres 
sciences. 

Dans les paragraphes suivants, nous examinons les 
deux théories principales qui ramènent les mathéma- 
tiques dans le cercle de nos autres connaissances, et ne 
mettent entre les unes et les autres qu'une différence 
secondaire. 

g 1. — THÉORIE DES APRIORISTES. 

S'il est une division des sciences qui ait rallié un 
grand nombre de penseurs , c'est sans contredit la di- 
vision en sciences théoriques ou à priori, et en sciences 
expérimentales ou à posteriori ; et parmi les premières 
les sciences mathématiques et particulièrement la géo- 
métrie ont toujours tenu le premier rang. Les partisans 
des idées innées , Leibnitz à leur tête , apportaient 
toujours les principes de ces sciences à l'appui de leur 
opinion, et on alla même jusqu'à prétendre que l'esprit 
humain, par la seule force de sa pensée, sans le se- 
cours de Texpériencc et de l'observation , pouvait dé- 
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couvrir l'ensemble des vérités mathématiques. Le 
fondateur de la philosophie moderne, Kant s'est aussi 
basé sur cette distinction pour établir son système. Con- 
cluant de Tapodicticité des propositions mathématiques 
à leur apriorité, il commence, avant de passer à la 
question : comment la métaphysique est-elle possible? 
par se demander comment les mathématiques pures 
sont possibles. D'après lui, cette possibilité ne peut 
s'expliquer que si l'on admet la subjectivité absolue des 
idées d'espace et de temps , comme formes de notre 
sensibilité , appliquées par nous aux phénomènes. La 
chose en soi , la chose qui agit sur nous est au-dessus 
de nos moyens de connaître; ce que nous voyons d'elle 
n'en est qu'une apparence dont nous avons fait tous les 
frais. Par là s'explique l'universalité des lois mathéma* 
tiques ; si le monde nous les montre partout réalisées , 
c'est que nous formons ce monde à notre image , nous 
nous le figurons dans le temps et dans l'espace , nous 
nous y retrouvons nous-mêmes. Aux yeux de Kant, 
cette théorie peut seule résoudre toutes les difficultés. 
« Le temps et l'espace, dît-il, sont donc deux sources 
d'où peuvent être dérivées à priori différentes connais- 
sances synthétiques , comme les mathématiques pures 
principalement en donnent un exemple frappant rela- 
tivement aux connaissances de l'espace et de ses rap- 
ports. Le temps et l'espace pris ensemble sont deux 
formes pures de toute intuition sensible, et rendent 
par là possibles les propositions synthétiques à priori. 
Mais ces sources de connaissances à priori , par ce fait 
seul qu'elles sont de simples conditions de la sensibi- 
lité, se posent à elles-mêmes leurs bornes, en ce sens 
qu'elles se rapportent purement aux objets considérés 
comme phénomènes, mais, non point aux "choses en 
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elles-mêmes. Les phénomènes sont le seul champ de la 
valeur de l'espace et du temps ; si Ton en sort, plus 
aucune valeur objective n'est possible par eux. Cette 
réalité formelle de l'espace et du temps ne porte du 
reste aucune atteinte à la connaissance expérimentale ; 
car nous en sommes également certains , que ces 
formes adhèrent nécessairement soit aux choses en 
elles-mêmes, soit seulement à l'intuition que nous en 
avons. Ceux, au contraire, qui soutiennent la réalité ab- 
solue de l'espace et du temps, qu'ils les prennent 
comme substances, ou simplement comme modifica- 
tions , sont en contradiction avec les principes de l'ex- 
périence; car ils sont obligés, s'ils prennent le temps 
et l'espace pour des choses en soi (et c'est le parti t[ue 
prennent la plupart des physiciens-mathématiciens) , 
d'admettre deux non-êtres éternels et infinis (l'espace 
et le temps), qui n'existent (sans être cependant quel- 
que chose de réel) que pour comprendre dans leur sein 
tout ce qui est réellement. S'ils prennent le second 
parti, celui de rattacher aux choses l'espace et le temps, 
comme le font quelques physiciens-métaphysiciens, 
pour qui l'espace et le temps sont des rapports des 
phénomènes (voisins dans l'espace ou successifs dans 
le temps) abstraits de l'expérience, quoique confusé- 
ment représentés dans cet état de séparation, alors ils 
doivent attaquer la validité des sciences mathématiques 
à priori par rapport aux choses réelles (v. g. dans 
l'espace); au moins doivent-ils en contester la certitude 
apodictique, puisqu'elle n'a pas lieu à posteriori, et que 
les idées d'espace et de temps à priori sont, suivant 
cette opinion , de pures créations fantastiques , dont la 
source réelle doit être cherchée dans l'expérience, 
puisque c'est avec des rapports abstraits de l'expérience 






que rimagination a composé quelque chose qui com- 
prend , à la vérité , ce qu'il y a de général dans ces 
rapports , mais qui ne peut avoir lieu sans les restric- 
tions que la nature y attache. Les premiers ont , à la 
vérité, l'avantage de rendre aux mathématiques le 
champ des phénomènes libre; mais si l'entendement 
vient à vouloir sortir de ce champ, ces conditions 
mêmes, considérées comme substances certaines (l'es- 
pace et le temps), les embarrassent fort. Les seconds 
gagnent , il est vrai , sous ce dernier rapport , en ce 
que les représentations d'espace et de temps ne les en- 
travent pas quand ils veulent juger des objets, non 
comme phénomènes, mais simplement par rapport à 
l'entendement. Mais ils ne peuvent ni donner un fon- 
dement à la possibilité des connaissances mathéma- 
tiques à priori (puisqu'il leur manque une intuition 
à priori vraie et valable objectivement) , ni former un 
système nécessaire des lois de l'expérience et des 
principes mathématiques. Dans notre théorie sur la 
véritable nature de ces deux formes primitives de la 
sensibilité, ces deux difficultés disparaissent (1). » 

Une autre opinion , tout en admettant la théorie de 
Kant sur l'apriorité, reconnaît en même temps la réa- 
lité objective de l'espace et du temps, et se trouve 
obligée de supposer entre nous et les choses une har- 
monie préétablie, mettant en rapport le sujet con- 
naissant et l'objet connu , « par une suite non inter- 
rompue de miracles. » (2) 



(1) Kant, Crii. de la raison pure; Esth. transe,^ l VII, trad. de 
TisBOt, t. I , p. 89 et suiv. 

(2) Voir, pour Fexposé et la réfutation de cette opinion et de celle 
de Kant , la dissertation de M. Ueberweg , à la fin de cet ouvrage. 
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Sans nous attacher à la réfutation des systèmes de 
ces philosophes, fesons remarquer que leur solutioa 
n'en est pas une , qu'ils ne font que reculer la difficulté 
au lieu de la résoudre , et la placer en nous au lieu de 
la mettre dans les choses. Comme les Grecs, qui, pour 
expliquer le cours perpétuel de leurs fleuves, imaginaient 
près de la source un dieu qui versait de son urne une 
onde intarissable, sans se demander où il allait la puiser, 
de même, pour expliquer Tapodicticité des lois géomé- 
triques, la manière dont elles s'imposent à nous comme 
nécessaires , ces philosophes en font les lois de notre 
nature, les propriétés innées de notre âme, les formes 
de notre sensibilité, de nos relations avec les choses , 
sans nous dire pourquoi ce sont précisément les idées 
de la géométrie qui nous sont innées. En d'autres termes, 
leur solution laisse place à un nouveau pourquoi. Nous 
verrons d'ailleurs bientôt combien cette théorie est im- 
puissante et quelles armes elle prête à ses adversaires. 

Cependant le fait de la distinction entre sciences à 
priori et sciences à posteriori, est accepté par un grand 
nombre de géomètres , d'hommes de sciences , qui m 
s'enquièrent pas de la source de cette distinction, ou 
du moins , qui ne lui donnent pas pour fondement une 
théorie philosophique complète. C'est ainsi que Mont- 
ferrier ( 1 ) en trouve l'origine dans l'idée de l'infini , et 
n'est pas trop éloigné de croire que les autres sciences 
jouiront un jour des mêmes avantages. 

« Cette certitude absolue qui accompagne les propo- 
sitions mathématiques , dit-il , manque encore aux autres 
sciences , qui cependant doivent être liées entre elles 



{\ ) JHoti^naire ^$ sciencts inathématiquei, — BruxeUes, 1839. 
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dans la raison humaine comme les déductions d*un seul 
et même principe intellectuel. Ainsi de nos jours en* 
core plusieurs mathématiciens, confondant la science 
même avec les objets sur lesquels elle s'exerce, pré- 
tendent vainement la faire descendre du haut rang 
qu'elle occupe dans Tintelligence , jusqu'à celui des 
connaissances pratiques, obtenues par Tobservation , 
et la renfermer tout entière avec sa puissance univer- 
selle , dans le cercle borné d'une simple méthode 
empirique. Erreur étrange et vraiment inconciliable 
avec les progrès des mathématiques, qui n'ont pu 
s'effectuer sans que la considération de I'infit^i n'entrât 
comme élément nécessaire dans toutes les propositions 
élevées de la science. Cette nécessité de l'abstraction , 
qui se rencontre dans toutes les constructions mathé- 
matiques, établit d'une manière incontestable la spiri- 
tualité du principe d'où la science découle. » 

D'après M. Comte (1) « dans l'état actuel du déve- 
loppement de nos connaissances positives , il convient 
de regarder la science mathématique, moins comme 
une partie de la philosophie naturelle proprement dite, 
que comme étant, depuis Descartes et Newton, la vraie 
base fondamentale de toute cette philosophie , quoique, 
à parler exactement, elle soit à la fois l'une et l'autre. » 
Il distingue dans cette science deux branches , la ma- 
thématique abstraite , ou le calcul , comprenant l'arith- 
métique et l'algèbre , et ce qu'on nomme généralement 
haute analyse, c'est-à-dire calcul différentiel et intégral, 
calcul des variations et calcul des différences; et la 
mathématique concrète, qui se compose de la géométrie 



( i ) Cours de phUoêophie posUive. — Paris, 1830. t. I*'. Exposition. 
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générale, et de la mécanique rationnelle. Ces deux 
dernières sciences sont fondées , comnae toutes les 
sciences naturelles , sur l'observation , quoique , vu 
l'extrême simplicité de leurs phénomènes, elles com- 
portent un degré plus parfait de systématisation ; mais 
elles ont ceci de particulier que , dans l'état présent 
de l'esprit humain, elles sont employées beaucoup plus 
comme méthode que comme doctrine. Quant à la 
mathématique abstraite , M. Comte n'y voit qu'une 
« immense extension admirable de la logique naturelle 
à un certain oindre de déductions , » et en exclut ainsi 
toute donnée empirique , même la notion de grandeur. 
La mathématique concrète s'occupe de la recherche 
des fonctions, et l'autre du calcul de ces mêmes fonc- 
tions , de la résolution des équations que la première 
a fournies. Cette division, malgré sa précision appa- 
rente, est atteinte d'un vice radical; c'est qu'il n'y 
a pas de question , fût-elle de l'arithmétique élémen- 
taire, qui ne se ramène à une recherche de fonctions : 
chercher une formule générale pour les nombres pre- 
miers , rechercher quelles relations existent entre les 
constantes et les racines d'une équation , sont des 
problèmes qui devraient , ce semble , ressortir à la 
partie concrète ; et il serait facile d'y faire rentrer 
toute question un peu générale que l'on se poserait 
sur les quantités. 

M. Comte est, du reste, très-peu explicite sur le point 
de savoir quels sont les principes fondamentaux de la 
géométrie qui nous sont fournis par l'observation. Il 
parle bien de l'espace géométrique , qui n'est qu'un 
milieu indéfini que nous regardons comme contenant 
tous les corps de l'univers, et que nous nous représentons 
spontanément « comme analogue au milieu effectif dans 
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lequel nous vivons; » il dit quelques mots sur les 
diverses espèces d'étendue , volume , surface , ligne et 
point, mais sans s'étendre beaucoup sur l'origine de 
ces idées et leur formation en nous. 

On voit, par ce qui précède, que M. Comte ne peut 
guère être rangé au nombre des partisans de la division 
des sciences en deux grandes catégories, et, en effet, il 
est le chef de l'école qui , avec Mill , ne reconnaît que 
des sciences inductives. Mais, avant de parler de l'empi- 
risme et du sensualisme en général , disons un mot de 
ceux qui, prenant le contrepied de ces systèmes, font 
de toutes nos connaissances des connaissances déduc- 
tives. Les uns et les autres suppriment la division de la 
science humaine et lui rendent l'unité qui en est certai- 
nement l'apanage. Mais sur le terrain même de la 
géométrie , les absolutistes se rencontrent avec les 
partisans des idées innées et se trouvent devant des 
difficultés sérieuses. D'où vient cette proposition : 
l'espace a trois dimensions ? S'il est une affirmation 
qui se présente comme l'expression d'un fait, qui porte 
les caractères de l'objectivité , c'est bien celle-là. Pour 
Kant, il est vrai, les trois dimensions de l'espace sont 
données dans l'intuition même ; mais Leibnitz et les 
géomètres ne sauraient faire de cette proposition ni 
une définition de l'espace , puisqu'il n'y a pas équiva- 
lence entre le sujet et les prédicats , ni un axiome ou 
un postulat , puisqu'elle ne sert pas à l'enchaînement 
des théorèmes. Quant à Hegel , il retrouve dans ce fait 
les trois moments de toute idée , thèse , antithèse et 
synthèse , et comme l'espace est l'idée générale de la 
nature , abstraction faite de toute détermination , et à 
ce titre indifférente, les trois dimensions sont égales et 
peuvent se prendre l'une pour l'autre. 
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C^uoi qu'il eu soit de cette démonstratioa qu*il est 
assez difficile de prendre au sérieux , la véritable pierre 
d'achoppement de tous les systèmes qui précèdent, ce 
sont les postulats. On sait qu'on entend généralement 
par là, des propositions regardées comme évidentes par 
elles-mêmes quoique à un degré moindre que les axiomes. 
Dans la géométrie , telle qu'on l'enseigne , ils sont au 
nombre de trois qu'on ramène quelquefois à deux. Ce 
sont les suivants : 

i. Entre deux points on ne peut tirer qu'une seule 
ligne droite ; ou encore : 

Deux lignes droites ne peuvent renfermer aucun 
espace. 

S. Quand deux portions de droites coïncident, les 
droites elles-mêmes coïncident dans toute leur étendue; 
ou encore : 

Une droite ne peut se bifurquer. 

3, Par un point on ne peut mener qu'une parallèle à 
une droite ; ou encore : 

Deux droites qui font des angles inégaux avec une 
même troisième dans un même plan se rencontrent. 

Nous établirons que les propositions indémontrées 
do la géométrie sont en nombre beaucoup plus considé- 
rable ; pour le moment, il nous suffit qu'il en existe. 

Or , que ces propositions ne soient pas des axiomes 
au même titre que celles-ci : Le tout est plus grand que 
la partie ; deux quantités égales à une même troisième 
sont égales entre elles , etc. , c'est ce que prouvent les 
essais de démonstration que les géomètres ont si sou^ 
vent tentés et qui sont toujours restés sans résultat; 
ce nom même de postulats dont Euclide, et beau- 
coup d'autres après lui, les désignent particulièrement ; 
leur caractère analogue à celui d'autres propositions 
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qui sont iaconteslablemenl des théorèmes , telles 
que : par trois points on ne peut faire passer qu*UQ 
cercle; quand deux côtés de deux triangles coïncident 
respectivement (par Tégalité des angles compris) les 
troisièmes côtés coïncident aussi; par un point on ne 
peut mener qu'une perpendiculaire à une droite, etc. 

Kant voit dans les postulats les conditions deTintuii- 
tion à priori. « J'appelle quantité extensive, dit-il, celle 
dans laquelle la représentation des parties rend possible 
celle du tout (et par conséquent la précède nécessaire-' 
ment). Je ne puis me représenter une ligne, si petite 
qu'elle soit, sans la tirer par la pensée, c'est-à-dire, 
sans en produire successivement toutes les parties d'un 
point à un autre; et sans, par là, rendre enfin sensible 
cette intuition. Il en est de même de toutes les parties 
du temps, même de la plus petite. Je n'y pense que par 
la progression successive d'un instant à un autre, d'où 
résulte enfin , au moyen de toutes les parties du temps 
et de leur addition , une quantité de temps déterminée. 
Puisque la simple intuition dans tous les phénomènes 
est ou l'espace ou le temps, tout phénomène est, 
comme intuition, une quantité extensive, par la raison 
qu'il ne peut être connu dans l'appréhension que par la 
synthèse successive de partie à partie. Tous les phéno- 
mènes sont donc perçus d'abord comme aggrégata 
(multitude de parties données primitivement), ce qui 
n'arrive pas toujours dans toute espèce de quantité , 
mais seulement pour celles qui nous sont représentées 
et qui sont appréhendées par nous extensivement 
comme telles. 

Sur cette synthèse successive de l'imagination pro- 
ductive dans la création des figures, se fondent les 
mathématiques de l'étendue (la géométrie) avec leurs 
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axiomes , qui expriment les conditions de l'intuition 
sensible à priori, sous lesquelles seules le schème d'un 
concept pur d'une intuition extérieure est possible , par 
exemple : entre deux points il n'y a qu'une seule ligne 
droite possible; deux lignes droites ne renferment aucun 
espace. Ce sont là des axiomes qui ne concernent pro- 
prement que les grandeurs (quanta) comme telles (4). » 

Whewell, en dépit d'un grand nombre'de géomètres 
qui voient dans ces postulats des théorèmes jusqu'ici 
récalcitrants, en veut faire des axiomes, des proposi- 
tions évidentes par elles-mêmes. Mais Kant et Whewell 
devraient dresser le catalogue complet et rationnel de 
ces axiomes , et indiquer le caractère spécifique qui les 
distingue des théorèmes. L'évidence d'un côté, les 
conditions de l'intuition do l'autre , étant des critériums 
tout subjectifs , quel est, dans leurs systèmes , le théo- 
rème qu'on ne pût ériger en axiome? 

Ils donnent par là beau jeu aux sensualistes et aux 
empiristes qui soutiennent contre eux l'origine empi- 
rique de toutes nos connaissances : ceux-ci voient, dans 
les propositions des mathématiques , des vérités expé- 
rimentales et contingentes, que l'habitude nous fait 
regarder comme absolues et nécessaires, parce que 
nous les voyons se confirmer tous les jours; et, il faut 
bien le reconnaître , s'il était prouvé que les postulats 
jusqu'ici indémontrés sont indémontrables, les empi- 
ristes auraient raison. 

Cette opinion très-ancienne, renversée d'abord par 
Leibnitz et sa théorie des idées innées , reprise par les 



( 1 ) Kant, Crii, de la raison pure , liv. II ; Axiomes de l'Intuition , 
trad. de Tissot, 1. 1, p. 242 et suiv. 
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philosophes du XVIIP siècle, réfutée de nouveau par 
Kant, puis relevée par Comte, Mill , Opzoomer, et les 
matérialistes proprement dits , Vogt , Moleschott , 
Bûchner, est maintenant Tune des plus accréditées, et 
plusieurs philosophes , sans adopter dans ses principes 
la doctrine des empiristes, sont assez disposés à l'ad- 
mettre en ce qui touche les axiomes mathématiques 
(Voir M. Ueberweg, introduction à la dissertation tra- 
duite à la fin de cet ouvrage ). C'est Mill qui , dans sa 
Logique des sciences inducHves, a défendu cette opinion 
avec le plus de talent. Nous allons exposer fidèlement 
les arguments de cet auteur, en les fesant suivre de 
quelques remarques. 

g 2. — THÉORIE DES EMPIRISTES. 

L'induction, dit Mill, est le fondement de toutes nos 
connaissances. D'où vient alors cette certitude indé- 
pendante de l'expérience, que tous les philosophes 
reconnaissent aux mathématiques? 

C'est une illusion provenant de ce que les objets 
dont elles s'occupent sont imaginaires , et aussi de ce 
que leurs déductions s'appuient en partie sur des défi- 
nitions adéquates : ce qui paraît être déduit avec évi- 
dence d'une définition, repose proprement sur la 
supposition qu'une chose correspond à cette définition; 
supposition fausse : car il n'y a ni point sans grandeur , 
ni ligne sans largeur, ni cercle parfait, ni carré 
parfait, etc.; bien mieux, l'existence même de ces 
figures est, autant que nous pouvons l'affirmer, in- 
compatible avec la constitution physique de notre globe. 
On répond que ces notions existent à priori dans notre 
esprit. Malgré les autorités qui défendent cette opinion, 
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Mill croit qu il n en est rien ; ces idées ne sont que les 
copies des points, lignes, etc., que nous fournit le 
monde extérieur , des abstractions obtenues à Taide de 
la faculté que nous avons de diriger notre attention 
sur un point particulier. Nous ne pouvons même nous 
représenter une ligne sans largeur. Si donc il n'existe 
pas d'objets correspondant aux définitions de la géo- 
métrie; si, d'un autre côté, on ne peut admettre que la 
géométrie s'occupe de non-êtres , il faut bien considérer 
les lignes et les figures comme des généralisations (1) 
des objets de l'expérience. « Que tous les diamètres 
d'un cercle soient égaux, cela est vrai de tous les 
cercles en tant que cela l'est d'un seul ; mais en réalité, 
cela ne se peut dire d'aucun cercle; seulement, c'est 
assez approché, pour que, dans la pratique, on puisse, 
sans erreur sensible y considérer ces diamètres comme 



( 1 ) Il y a ici confusion : la ligne géométrique n'est pas la généraU- 
sation des lignes que nous fournit l'expérience ; la ligne en général 
a une largeur et une épaisseur quelconques ; elle n'est pas sans lar- 
geur ni épaisseur. Mill était plus vrai quand il voyait dans les figures 
géométriques des abstractions. Du reste , l'argument qu'il emploie 
ici n'a pas grande valeur. Après avoir exposé la connaissance par 
parties ) la logique de Port-Royal ajoute : « On voit par là combien 
est ridicule l'argument de quelques sceptiques , qui veulent faire 
douter de la certitude de la géométrie , parce qu'elle suppose des 
lignes et des surfaces qui ne sont pas dans la nature. Car ki géomètres 
ne supposent point qu'il y ait des lignes sans largeur , ou des surfaces 
sans profondeur; niais ils supposent seulement qu'on peut considérer la 
longueur sans faire attention à la largeur; ce qui est indubitable; comme 
lorsqu^on mesure la distance d'une ville à une autre , on ne mesure que 
la longueur des chemins , sans se mettre en peine de leur largeur. • 

Si Ton s'appuie sur un pareil argument pour prétendre que l'exac- 
titude des principes mathématiques est imaginaire , on pourra dire à 
Newton ou à Laplace : Votre mécanique céleste est fausse , car dans 
la nature il n^ a pas de corps qui ne soient que pesants. 
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égaux; » et, tant qu'aucune nécessité pratique ne nous 
force de tenir compte de ces irrégularités, nous opérons 
comme si elles n'existaient pas. 

Cette exactitude des principes mathématiques est donc 
tout imaginaire ; pas plus que les autres sciences , la 
géométrie n'est complètement d'accord avec les faits; 
mais nous le supposons pour en tirer des conséquences. 
Aussi Mill se range à l'opinion de Dugald Slewart qui 
regardait la géométrie comme fondée sur des hypo- 
thèses auxquelles elle devrait sa certitude propre , et 
qui était d'avis que toute science , édifiée de la même 
manière sur des hypothèses , pourrait présenter le 
même euchainement et le même accord des conséquences 
entre elles et avec les prémisses, et que nécessairement 
elle nous paraîtrait évidente dans le cas où les pré- 
misses seraient vraies. Tout ce qu'on peut dire des 
théorèmes de la géométrie, c'est qu'ils découlent né- 
cessairement des prémisses ; et celles-ci sont des hypo- 
thèses , si éloignées d'être nécessaires , quelles s'écartent 
toujours plu^ ou moins de la vérité. On peut accorder 
la nécessité aux conclusions d'une science, en ce sens 
qu'elles découlent de prémisses qui ne répugnent pas aiuc 
conditions de toute recherche , et qui peuvent être vraies 
ou non vraies, certaines ou douteuses, sans que cela 
empêche de les regarder comme certaines pour le but 
qu'on se propose. 

Parmi les principes de la géométrie , outre les défini- 
tions , il y a aussi les axiomes ; il est vrai que quelques 
axiomes peuvent se ramener à des définitions , mais cela 
est impossible quant à d'autres , tels que ceux-ci : deux 
lignes droites ne peuvent renfermer aucun espace, ou 
celui-ci qui lui est équivalent : deux droites qui se 
coupent en deux points coïncident ; et : deux droites 
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qui se coupent ne peuvent être parallèles à une même 
troisième (1). 11 en est quelques-uns qui sont vrais indé- 
pendamment de toute hypothèse, comme celui-ci : deux 
quantités égales à une même troisième sont égales entre 
elles; qui est vrai, même dans le domaine deV expérience. 
Sous ce rapport, la géométrie est sur le même pied que 
la plupart des sciences ; il y a aussi, dans ces dernières , 
des propositions générales absolument vraies, telles 
que celle-ci en mécanique : pour arrêter le mouvement 
produit par une force, il faut une force égale et oppo- 
sée ; ou cette autre : la terre tourne en vingt-quatre 
heures , etc. , tandis que la proposition sur la figure 
de la terre , par exemple , n'est qu'approximative. I^es 
unes et les autres sont d'ailleurs des inductions (2); 
mais les unes , au contraire des autres , ne sont viciées 
d* aucune fiction. 

Quel est maintenant le fondement de notre croyance 
aux axiomes? Une induction fondée sur l'observation. 
Cette assertion est contraire à un ancien préjugé philo- 
sophique. M. Whewel!, qui a soutenu l'opinion opposée 
et cherché à fonder philosophiquement les mathéma- 
tiques , étant un adversaire de poids , c'est contre lui 
seul que Mill dirigera son argumentation. 

Tout le monde accorde que les axiomes , dont il est 
question , nous sont fournis originairement par l'obser- 
vation ; mais Whewell et ceux qui se rangent à son 
avis , nient que ce soit l'expérience qui les prouve , 



( 1 ) Nous faisons remarquer que Targumentation de Mill portera 
toujours sur ces prétendus axiomes , comme il était facile de le 
prévoir. 

( 2 ) Quelle induction peut nous avoir donné la proposition que la 
terre tourne en vingt-quatre heures ? ( Voir dans le chapitre suivant 
ce que nous disons sur les définitions scientifiques. ) 
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puisque , s'il en était ainsi , on aurait besoin, pour les 
établir, d'une foule d'essais répétés , comme pour les 
vérités expérimentales proprement dites. Ces axiomes, 
disent-ils , sont des vérités à priori auxquelles l'esprit 
adhère dès qu'il les saisit. 

Mill répond : Si cette évidence est indépendante de 
l'expérience , elle lui est au moins conforme ; si cet 
axiome, deux droites ne peuvent enfermer aucun espace^ 
n'a pas besoin de confirmation , c'est qu'il se trouve 
confirmé de lui-même à chaque instant de notre 
existence ; seulement cette expérience se fait de si 
bonne heure que nous oublions les opérations de 
l'esprit qui nous ont conduits à la formuler. Pourquoi 
donc chercher un fondement spécial de notre foi à 
cette catégorie de vérités? C'est aux défenseurs de 
l'opinion opposée à en démontrer la nécessité (1). 
Mais dans l'impossibilité ou ils sont d'établir que 
l'enfant a cette conviction avant que ses sens aient 
reçu des impressions , force leur est bien de re- 
courir à des arguments d'une autre nature, et que 
voici : 

Premier argument, — Nous voyons la proposition 
{deux droites, etc.) seulement dans la pensée, et non 
dans l'expérience extérieure; nous en reconnaissons la 
vérité par intuition. D'ailleurs, comment peut-on être 
certain expérimentalement que deux droites qui se sont 
coupées une fois ne se couperont plus, puisqu'on ne 
peut expérimentalement les prolonger jusqu'à l'infini? 



( 1 ) « Les idées qu'on croit innées , dit Helvétius , sont celles qui 
nous sont familières , et qui se sont comme identifiées avec nous ; 
mais elles nous sont toujours venues par les sens. Elles sont l'effet 
de réducation, de l'exemple, de l'habitude. » 
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La réponse se trouve dans la facilité de se représenter 
en imagination les figures de la géométrie, et dans la 
certitude, acquise par ï expérience, que cette repré- 
sentation correspond fidèlement aux objets extérieurs. 
C'est ainsi que dans tout système d'expériences , nous 
opérons sur quelques individus qui représentent tous 
ceux qui leur ressemblent ; ou bien encore que nous 
pouvons décrire la forme et la couleur d'un animal 
d'après une épreuve photographique, parce que nous 
nous sommes assurés de la fidélité de telles épreuves. 
Ainsi l'expérience, pour être intérieure , n'en est pas 
moins une expérience. Quant au second reproche de 
ne pouvoir prolonger les lignes à Finfini , n'est-il pas 
vrai que , si elles se rencontrent , c'est à une distance 
finie? Or, lorsque je me représente deux lignes droites 
qui, commençant par diverger, finissent par s'infléchir 
l'une vers l'autre , représentation que je sais être légi- 
time et conforme aux faits extérieurs, j'ai l'impression 
d'une ligne courbe et non plus d'une ligne droite. 

Second argument, — 11 consiste dans la distinction 
fondamentale entre les vérités générales, et les vérités 
universelles et nécessaires. Si souvent que j'aie vu de 
la neige , je n'en puis pas conclure que la neige est 
blanche toujours et partout, encore moins qu'elle doive 
être blanche ; tandis que les axiomes mathématiques 
sont tels que le contraire est inadmissible , incompré- 
hensible. Quelque effort que je fasse, je ne puis me 
figurer, par exemple, que deux et trois fassent sept. 

Voyons, dit Mill, sur quel fondement cette argumen- 
tation repose et ce que signifie au fond cette incom- 
préhensibilité. Il est reconnu que l'on éprouve la plus 
grande diflîcullé à séparer deux choses que l'expérience 
de tous les jours nous montre constamment réunies. 
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Cette difficulté inhérente à la nature de notre esprit et 
très -puissante sur Thomme inculte , ne laisse pas 
d'exercer une certaine influence, même sur Thomme 
instruit ; car l'homme reste Thomme. On pourrait en 
citer beaucoup d'exemples. Ainsi les partisans de 
Descartes repoussaient la théorie de Newton sur la 
gravitation , en soutenant qu'il est contradictoire qu'un 
corps agisse là où il n'est pas. C'était là Tefifet d'une 
longue habitude. Que sera-ce si l'habitude est plus 
ancienne encore , plus enracinée : comme celle , par 
exemple, qui nous apprend que, quelque loin qu'un 
point soit situé , nous pouvons en placer un derrière 
lui ; qu'après un instant quelconque , un autre instant 
suit ; ce que nous avons traduit en disant que l'espace 
et le temps sont infinis? Quoi d'étonnant dès lors que le 
contraire de l'axiome {deux droites, etc.) nous appa- 
raisse comme incompréhensible ? Quelle analogie , 
quelle série de faits dans une autre branche de con- 
naissances pourrait nous faciliter la représentation de 
deux droites renfermant un espace? aucune. Pour- 
quoi conclure de cette incompréhensibilité contre la 
source empirique de cette proposition ? Whewell en- 
gageait ceux qui niaient sa distinction entre vérités 
nécessaires et vérités contingentes , à étudier la géo- 
métrie ; Mill engage , de son côté , Whewell et ses 
adhérents à étudier les lois de l'association. 

M. Whewell lui-même n'apporte-t-il pas des preuves 
à l'appui de l'opinion adverse , en citant ces principes 
nouveaux des sciences (la gravitation, par exemple), dont 
nous ne pouvons concevoir aujourd'hui la non-admission, 
et qui furent rejetés au nom de leur inconcevabilité par 
les contemporains de ceux qui les ont découverts? Pour 
lui dçnc, pas plus quç pour Mill, Tinconcevabilité d'une 
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proposition n'est une raison de la rejeter d une ma- 
nière absolue. 

Dans le même chapitre , Mill cite ce passage de la 
Quaterly Review : 

« L'idée de direction , c'est-à-dire l'impossibilité 
d'aller directement d'un point donné à un autre point 
par plusieurs chemins , est un objet de l'expérience 
pratique longtemps avant d'être l'objet de la pensée 
abstraite. Nous ne pouvons nous imaginer le contraire 
sans porter atteinte au souvenir de notre expérience 
antérieure , et sans détruire la notion que nous avons 
de l'espace. D'où pourrions-nous tirer , si ce n'est de 
l'expérience , la certitude de l'homogénéité des parties 
de la distance , de l'espace , de la force , des aggrégats 
mesurables en général , dont la vérité des autres 
axiomes dépend. » 

Enfin , dans un autre endroit de son ouvrage 
(1'® partie, chap. 24, § 7) il s'exprime ainsi : 

« On accepte que deux lignes droites ne peuvent 
enfermer un espace ; -— que des lignes droites divergent 
l'une de l'autre à divers degrés ; qu'il existe des choses 
comme des angles , qui sont capables d'être égaux ou 
inégaux. On accepte qu'il existe une chose comm^ un 
cercle et que tous ses rayons sont égaux ; qu'il y a des 
choses comme des ellipses^ et que la somme des distances 
focales pour chacun de leurs points est la même ; qu'il y 
a des choses comme des lignes parallèles , et que ces 
lignes sont toujours à égale distance l'une de l'autre. . . » 

Telle est la théorie de Mill. Nous n'entreprendrons 
pas ici une réfutation des doctrines empiriques. Nous 
voulons seulement savoir si elles suffisent à rendre rai- 
son de ce qui est, si elles ne laissent pas place à de nou- 
veaux jpoMrçwoé sur les faits qu'elles prétendent expliquer. 
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Quand on demande à Mill d'où provient Tillusion qui 
nous fait regarder les vérités mathématiques comme 
nécessaires, il allègue la force de Thabitude , d'obser- 
vations souvent répétées. Mais quelle observation plus 
constante que celle qui nous montre le soleil tournant 
autour de la terre, les astres plus grands à Thorizon 
qu'au zénith? Il y a donc autre chose qui rend raison 
de cette certitude. Le géomètre est certain que partout 
où il y a des êtres intelligents , les principes mathéma- 
tiques sont valables. C'est ce que Mill accorde lui-même 
quelque part : « Nous ne doutons pas, dit-il, que 
dans la région des étoiles fixes, la ligne droite ne 
soit le plus court chemin » ; et dans un autre passage : 
« Si de deux corps, l'un est une sphère, et l'autre 
un cylindre de même hauteur et de même diamètre , 
le premier sera les deux tiers du second, quelles 
que soient d'ailleurs la nature et la matière de ces 
corps. » En vertu de ses principes , il devrait cependant 
admettre la possibilité d'une expérience contraire aux 
faits jusqu'ici observés. 

L'illusion qui nous trompe, ajoute-t-il encore, pro- 
vient de ce que cette science se fonde sur des défini- 
tions adéquates. Que signifie au fond cette réponse ? 
Pourquoi toute science fondée sur des définitions adé- 
quates est-elle évidente? Pourquoi est-il possible en 
géométrie de donner des définitions adéquates? Peut- 
on donner des définitions adéquates dans d'autres 
sciences? La solution de ces questions serait très-inté- 
ressante, et Mill ne la donne pas. 

Enfin , dit-il , les objets de la géométrie étant 
simples , nous n'avons aucune difficulté de nous les 
figurer intérieurement, et en outre l'expérience ne nous 
montre jamais le contraire de notre croyance. — Mais 
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nous lui demanderons pourquoi les objets de la géométrie 
sont simples; pourquoi Texpérience ne nous montre et 
ne nous montrera (il en est certain) jamais le contraire. 
Pour répondre à la dernière de ces questions , Mîll 
pose l'axiome de la constance et de l'invariabilité des lois 
de la 7iature. Or, cet axiome s'appuie sur une induc- 
tion plus générale, et bien loin de pouvoir servir à 
étayer l'invariabilité des lois particulières , il est lui- 
même une conséquence de celle-ci. Pour établir que les 
lois mathématiques sont invariables, je ne puis pas 
m'appuyer sur la proposition que les lois de la nature 
sont invariables, cette proposition étant plus générale 
et par conséquent moins certaine que la première. 
Nous reviendrons d'ailleurs plus tard sur ce point. 

Ainsi, des propositions qui ont été l'objet de ce 
débat, les uns font des axiomes, d'autres des postulats, 
d'autres des faits. Quelle différence Mill établit-il entre 
vérité expérimentale et théorème? Où doit cesser le 
fait? Quand doit commencer la démonstration? C'est 
assez dire que Mill , de même que Kant , est obligé de 
faire Ténumération des vérités premières qu'on admet 
sans démonstration, qu'il doit nous dire jusqu'où s'étend 
le domaine des faits admis sans preuve , sur la foi de 
l'intuition externe , qui vient détrôner l'intuition interne 
du philosophe de Kœnigsberg (1). 



( 1 ) n s'est trouvé quelqu'un qui, poussant àFextrême ces doctrines, 
a voulu faire de la géométrie une science en grande partie toute 
d'intuition.Nous ne parlerions pas de cetauteur,dont la dissertation est 
une déclamation trop souvent grossière pour être scientifique , si sa 
théorie n'était la conclusion légitime de celles qui précèdent. Dès 
qu'on n'a pas de règle fixe pour distinguer les vérités à admettre 
sans démonstration de celles qui doivent découler du raisonnement, 
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§ 3. — THÉORIE DES IDÉALISTES-RÉALISTES: M. UEBERWEG (1). 

Des auteurs précédents, les uns, les géomètres, 
acceptaient le problème et cherchaient à le résoudre , 
sans y réussir; les autres le détruisaient, soit en re- 
gardant les postulats comme des vérités à priori, soit 
en les rangeant avec les axiomes au nombre des vérités 
empiriques; mais aucun ne s'était avisé de remonter 



( 1 ) Voir, à la fin de l'ouvrage, la traduction des principaux extraits 
de la dissertation de ce philosophe, tirée des Arch, pédag. de Jahn , 
vol. XVII, 1851. 



rien ne s'oppose à ce qu'on érige en fait évident, ce à quoi d'autres 
se voient obligés de chercher une démonstration. 

Dans sa 7?^/b7*m6 de la géométrie (Paris, Mallct-Bachelier , 1856) 
cet auteur part do ce principe que toute science, pour exister, a 
besoin de données dont il faut faire Ténumération , et qui sont la 
matière inême de la science. Pour qu'il y ait une botanique, il faut 
des plantes ; pour qu'il y ait une zoologie , il faut des animaux ; 
pour qu'il y ait une géométrie, il faut des faits géométriques. 
M. Bailly , nous n'en doutons pas le moins du monde , sait ce que 
c'est qu'un fiiit géométrique , mais il a oublié de nous l'apprendre. 
Heureusement pour nous qu'il en a cité un grand nombre ; tous les 
théorèmes des deux premiers livres de Legendre sont des faits qu*il 
est inutile de démontrer , ce qui n'empêche pas l'auteur d'essayer de 
temps en temps une démonstration. Il y a même des faits géomé- 
triques qui sont restés jusqu'ici cachés , et qui le resteront 
encore pendant longtemps : c'est un fait que « s'il y avait à partager 
l'arc CR en deux parties égales, il n'y aurait qu'à partager la corde 
C R qui le soustend ; pour partager en trois , le moyen est inconnu, » 
Je continue de citer l'auteur : 

« Ces propositions préliminaires , dont on pourrait augmenter le 
nombre , ne sont pas autre chose qu'une simple description de faits 
géométriques. Ces faits sont aujourd'hui noyés dans un amas inco- 
hérent d'expressions vagues et indéterminées. On balbutie des expli- 
cations, des démonstrations et des preuves, sans savoir en quoi 
consiste une explication , une démonstration , une preuve ; ces mots 
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aux principes de la science, ou, si l'idée en avait été 
émise, d'en essayer une nouvelle exposition. 

M. Ueberweg a tenté d'asseoir sa réformation de 
la géométrie sur une théorie philosophique. Son sys- 
tème se fonde sur une induction première : Dans toutes 
les sciences comment procède-t-on? Comment procède- 
t-on en astronomie , en physique , et même , ajoute-t-il 
autre part, en botanique, en zoologie, en physiologie? 



mal définis sont employés à tort et à travers , et Tesprit le mieux 
disposé ne peut leur attacher de signification précise. Le géomètre 
croit toujours être au sein des sophistes grecs , et il parle comme 
s'il voulait les empêcher de l'interrompre. Il accumule alors des 
démonstrations et des preuves , et it ne sait ni ce que c'est qu'une 
démonstration, ni ce que c'est qu'une 'preuve. » 

L'auteur a eu cette fois la bonne idée de nous dire ce qu'est une 
démonstration ; « Une démonstration , sachez-le donc , a pour but 
une appréciation de rapports, on ne démontre ni les choses, ni leurs 
attributs, et propriétés.... Mais il n'est pas moins ridicule d'essayer 
de démontrer que deux points suffisent pour déterminer une ligne 
droite , qu'il ne le serait de vouloir démontrer que le soleil est 
brillant , que l'argent est blanc , Vov est jaune , etc. » 

Quand on a de si lumineuses explications à donner, on a bien le 
droit de dire en parlant des principes , axiomes , théorèmes , démons- 
trations , lemmes , corollaires : « c'est avec du galimatias ( sic ) de 
cette sorte qu'on fait de la géométrie. Nous le demandons à tout 
homme de bon sens , quel esprit droit pourrait supporter avec calme 
une si creuse divagation ? Ces insupportables scholastiques ne tar- 
deront pas sans doute à démontrer la droite elle-même , puis enfin 
à démontrer le point ; et quand on leur demandera ce qu'ils entendent 
par démontrer, ils n'en sauront absolument rien. » Nous voulons 
admettre que l'auteur sait, lui, ce qu'il entend par démontrer , mais 
en attendant l'ère féconde où, suivant les chemins tracés par 
M. Bailly , « l'esprit se sentira à son aise au sein des sublimes vérités 
qui brilleront du plus pur éclat , y déploiera agréablement ses ailes 
et y prendra toute son ampleur » , cette ère où « l'on se contentera 
de montrer les figures , et d'en faire saisir les différents attributs » , 
à la riche énumération de faits géométriques que M. Bailly s'est 
donné la peine de faire , nous préférons le galimatias de Legendre. 
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On part des résultats de l'expérience pour remonter 
aux principes , puis de ceux-ci on redescend vers les 
phénomènes pour les expliquer. Kepler détermine exac- 
tement la roule des planètes — voilà Fexpérience. La 
nature de leur orbite peut s'expliquer parfaitement en 
supposant inhérente à la matière une force particulière, 
l'attraction — voilà le principe. A l'aide de celui-ci , on 
construira tout le système solaire, et la mécanique 
céleste sera constituée. — En optique, le phénomène 
de l'interférence des rayons lumineux nous conduit à 
l'hypothèse des ondes; celui de la polarisation, à celle 
des vibrations transversales ; puis ces hypothèses servi- 
ront à expliquer tous les autres phénomènes lumineux : 
c'est la tâche de l'optique mathématique. 

Pourquoi , dit l'auteur, n'en serait-il pas ainsi en géo- 
métrie? Cette science doit-elle faire exception ?D'aiIleurs, 
le procédé des sciences naturelles n'est-il pas conforme 
à la marche de l'esprit humain qui , partant du parti- 
culier, du concret, -npôrepo-j Tvpbç ^/zâç, s'élève au général, 
à l'abstrait , Ttpônpo^ omu , puis du général redescend 
vers le particulier? Pourquoi aussi quand toutes les 
sciences sont doubles, ont une partie expérimentale, 
analytique, et une partie théorique, synthétique, la 
géométrie n'aurait-elle que la dernière? Pourvoyons 
donc la géométrie d'une base expérimentale , et peut- 
être les principes que nous fournira l'expérience, nous 
donneront la solution des difficultés qui se ren- 
contrent au seuil de la science, telle qu'elle existe 
aujourd'hui. 

M. Ueberweg semble regarder le choix de ces expé- 
riences comme plus ou moins arbitraire, et ne se 
laisser guider que par la simplicité. Quoi qu'il en soit, 
il s'arrête à ces quatre principes : 
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I. Tout corps parfaitement libre peut se mouvoir 
partout et dans tous les sens. 

II. S'il est fixé en un endroit, aucun de ses points 
n'est libre de se mouvoir partout, quoiqu'il ne soit pas 
privé de mouvement, 

III. S'il est fixé par deux endroits, aucun de ses 
points n'est plus susceptible de se mouvoir partout où 
il pouvait se mouvoir dans le second cas ; et de plus , 
une suite continue de points reste immobile dans le 
corps, 

IV. Enfin, s'il est fixé par trois endroits, le corps 
reste immobile. 

De la première expérience, on déduit par idéalisa- 
tion , le principe de Yhomogénéité ( 1 ) , continuité et 
infinité de l'espace. 

De la seconde , l'idée du point , élément de l'espace , 
et de la surface ^ trajectoire des points mobiles dans la 
rotation du corps autour du point fixe. 

De la troisième, l'idée de la ligne; mais, pour arriver 
à celle de la ligne droite , l'auteur se trouve avoir besoin 
de la quatrième, sans qu'on sache trop pourquoi. Il 
semblait plus naturel de tirer la ligne droite de cette 
troisième expérience , en tant qu'elle est le lieu des 
points qui restent immobiles pendant la rotation ; et de 
la quatrième, l'idée du plan pour une raison analogue. 

Ces principes obtenus analytiquement, M. Ueberweg 
procède à l'édification synthétique de la géométrie. Di- 
sons ici , pour ne pas nous appesantir sur des critiques 
géométriques , qu'il fait jouer un grand rôle aux infini- 
ment petits et aux limites , malgré les dangers de con- 

( 1 ) Voir ce que noys disons Jiy . II , chap. Il sur rhomogénéité de 
Vespace. 
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sidéralions de cette nature; et que, d'un autre côté, 
ses démonstrations sont enchaînées d'une façon obscure 
et laborieuse. Il est vrai qu'il pourrait se justifier en 
affirmant que, dans les sciences, on est souvent obligé 
de démontrer ce qui est clair et simple . par des rai- 
sonnements longs et difficiles. Mais si la remarque 
s'applique au postulatum d'Euclide, c'est là, comme le 
dit Miil, un opprobre pour la géométrie. 

Dans la critique qui va suivre, nous fesons toujours 
abstraction de la théorie philosophique de l'auteur, sur 
laquelle nous reviendrons dans le chapitre suivant , et 
nous nous attachons spécialement à la partie scienti- 
fique de son travail. 

C'est l'induction qui a amené M. Ueberweg à ratta- 
cher la géométrie aux sciences naturelles Voyons donc 
s'il est resté aussi fidèle à l'analogie qu'il le prétend. 

Toute science, dit-il, a une partie expérimentale, 
analytique, et une partie théorique, synthétique. Mais 
en quoi consiste cette partie expérimentale, en astro- 
nomie, en physique , en botanique, etc. ? Ce n'est pas, 
comme semble le croire M. Ueberweg, dans un nombre 
plus ou moins restreint de faits empiriques: mais essen- 
tiellement dans la description, fidèle et complète autant 
que possible de tous les phénomènes, qu'on cherchera 
ensuite à expliquer par un ou plusieurs principes géné- 
raux. La partie expérimentale de la géométrie devrait 
donc être la description et l'énumération de toutes les 
figures que nous présente l'univers; et cette science 
existe en partie sous le nom de cristallographie ; le bo- 
taniste, le zoologiste, décrivent eux aussi les formes 
des objets dont ils s'occupent, et cette partie de leur 
science n'en est que la partie géométrique. En un mot, 
la géométrie expérimentale, c'est l'étude des corps. 
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abstraction faite de leur qualité , de la nature particu- 
lière de leur substance. Recherchez ce qu'il y a de 
commun dans les phénomènes des figures naturelles, 
vous obtiendrez les principes de la géométrie théorique; 
puis à Taide de ces principes vous reconstruirez tout 
un monde de figures idéales , des triangles, des cercles , 
des tétraèdres, des icosaèdres, qui servent comme de 
types aux triangles , cercles , tétraèdres , icosaèdres de 
la nature. 

Cette erreur fondamentale est la source de toutes les 
fautes contre l'analogie que nous allons signaler. 

A. M. Ueberweg regarde le choix de ses expériences 
comme arbitraire dans certaines limites (1), et cite, à 
cet effet , Kepler qui porta ses observations sur la pla- 
nète Mars, tandis qu'il eût pu choisir tout aussi bien 
Jupiter, ou Vénus, ou Saturne. Mais c'est une erreur. 
Kepler veut établir cette loi : Les planètes se meuvent 
dans une orbite elliptique. Qu'a-t-il à faire? Une seule 
chose : c'est d'observer toutes les planètes connues , et 
de déterminer leur orbite. Qu'il commence par Mars , 
c'est bien ; mais s'il y a choix ici , c'est dans l'ordre des 
expériences, et non leur nombre ou leur nature. Aussi, 
dès qu'on découvre une nouvelle planète , la première 
chose que l'on fait, c'est de voir si elle obéit aux lois 
de Kepler (2). 

Ce qui a causé l'erreur de M. Ueberweg , c'est qu'il 
n'a considéré que le cas où il y a un débat à vider entre 
deux théories contraires. Sans doute, quand il s'agit 

( 1 ) Dans la dissertation telle qu^elle est imprimée dans les Arch. 
pédag. , l'auteur le regardait comme tout-à-fait arbitraire et ne se 
laissait guider dans ce choix que par la simplicité. 

(2) Voir d'ailleurs à ce propos, dans le chapitre suivant, la 
discussion sur la généralité des lois de la nature. 
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de décider entre la théorie de rémission et celle des 
ondulations , on a le choix libre entre les expériences 
qui ne peuvent s'expliquer que par Tune des deux 
théories. Mais, en réalité, pour que les ondulations 
arrivent à l'état d'hypothèse à peu près définitive , 
comme l'attraction , il faut considérer r ensemble des 
phénomènes lumineux ( 1 ). Et voilà pourquoi dans les 
sciences naturelles, à côté de la science théorique, il y 
a la science expérimentale , qui n'est que le catalogue, 
le muséum des faits que la première doit coordonner ; 
et c'est parce que ce catalogue est indéfini , qu'une 
hypothèse, quelle que soit sa probabilité, reste toujours 
plus ou moins hypothèse , et que les phénomènes , 
quelque nombreux qu'ils soient, sont toujours suscep- 
tibles de plusieurs explications. Comme le disait Mill , 
on peut expliquer tous les phénomènes célestes en 
supposant que les mouvements apparents soient les 
mouvements réels , quand ce ne serait que par l'expli- 
cation surnaturelle qu'un génie préside à chaque monde 
et le conduit à toute bride dans une voie tracée d'avance 
par la main du Tout-Puissant. Mais cette hypothèse 
seule est acceptée comme vraie , qui , tout en étant 
simple, donne une explication complète de tous les faits 
connus , et même qui permet d'en découvrir , d'en 

( 1 ) C'est si vrai qu'il y a de ces phénomènes qui ne s'expliquent, 
dans l'hypothèse des ondulations, qu'à l'aide d'hypothèses acces- 
soires ; ainsi , par exemple , les anneaux colorés , d'après la 
théorie pure et simple , devraient se présenter en sens inverse , et 
ne trouvent leur explication complète que dans la supposition 
venue après coup , que la réflexion fait perdre un nombre impair 
de demi-ondulations. C'est parce que cet ensemble est beaucoup 
moins connu, vu la complexité des phénomènes, que l'hypothèse 
des ondulations est jusqu'à présent moins bien établie que celle de 
l'attraction. 
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deviner d'autres restés inconnus, comme cela est arrivé 
pour la planète Neptune , ou la rotation de Tanneau de 
Saturne , ou bien encore pour Thypothèse des ondula- 
tions, dans Texpérience du disque percé d'un trou central. 

En est-il ainsi des expériences et des hypothèses de 
M. Ueberweg? Pas le moins du monde : elles ne résu- 
ment pas les faits géométriques , et bien mieux elles no 
les expliquent pas avec facilité , nous ne disons pas, pour 
le moment, avec rigueur. Il peut choisir les expérien- 
ces qu'il veut ; pourvu qu'elles lui donnent l'espace , 
le plan, la droite et le point, elles le conduiront au but ; 
et ces expériences mômes n'ont pas ici à décider entre 
deux ou plusieurs suppositions également possibles; 
ce sont , en réalité , de nouvelles définitions ( voir 
surtout la IIP ) substituées aux anciennes. Aussi , en 
réalité , ne lui ont-elles pas servi à grand'chose ; on 
avait démontré depuis longtemps que le lieu géomé- 
trique des points à égale distance de deux autres était 
un plan, c'est-à-dire qu'une droite pouvait s'y appuyer 
dans tous les sens. L'idée de la direction qu'il introduit 
ensuite pour expliquer les parallèles, n'est pas contenue 
dans ses expériences ; la définition qu'il en donne est 
tout à priori; et ce qu'il y a de véritablement nou- 
veau , la démonstration que la droite est le plus court 
chemin entre deux points , pouvait se déduire presque 
immédiatement de la IP et de la IIP expérience. 

B. Comme le fait remarquer M. Ueberweg lui-même, 
dans toute science les principes se fortifient par leur 
accord avec les faits déjà observés; cela résulte même 
de leur caractère tout hypothétique , tout provisoire ; un 
nouveau fait se présente-t-il qui ne s'explique pas avec 
la môme facilité, on rejette l'hypothèse et l'on en cherche 
une autre L'histoire des sciences n'est môme que l'his- 
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toire des substitutions d'hypothèses nouvelles à d'autres 
hypothèses moins avantageuses ; ainsi en astronomie , 
on a d'abord les cercles de Platon et d'Aristole, les 
épicycles de Ptolémée, puis Copernic; Kepler lui-même 
ne fit-il pas dix-neuf hypothèses sur la nature de la 
trajectoire de Mars avant de rencontrer la bonne? Ainsi 
en physique Thorreur du vide est remplacée par la pe- 
santeur de Fair, l'émission par les ondulations, etc. 
Le fait, voilà ce qui est certain ; le principe au contraire 
n'est admis qu'avec hésitation* M. Ueberweg, dans sa 
nouvelle théorie, a-t-il substitué une hypothèse à une 
autre hypothèse? a-t-il fondé la géométrie sur d'autres 
principes que ceux qui lui ont toujours servi de base? 
L'explication des phénomènes géométriques en est-elle 
devenue plus facile? Non : tout au plus pourrait-on 
voir dans son travail un essai curieux d'une réduc- 
tion dans le nombre des axiomes ; mais pas de point de 
vue nouveau pour en faire apprécier l'essence. De plus, 
comme cela apparaîtra plus clairement quand nous 
aurons exposé notre théorie de la certitude des propo- 
sitions scientifiques, il a confondu des faits avec des 
principes. Quand tout l'ensemble de la science géomé- 
trique sera construit, quand on verra l'accord de toutes 
les conséquences entre elles et avec les faits, en quoi 
la définition de la droite , du plan , du point , Tinfinité 
de l'espace seront-elles confirmées? Ce sont là des faits 
aussi, et qui sont toujours les mêmes depuis que la 
géométrie existe. 

C. Dans les sciences naturelles , les expériences qui 
servent à établir les principes, sont des faits qui rentrent 
dans le domaine de ceux que ces sciences ont mission 
d'expliquer. La trajectoire des planètes est un phéno- 
mène astronomique; Tinterférenee et la polarisation, 
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des phénomènes optiques. Il n'en est pas de même des 
expériences que M. Ueberweg place en tête de la géo- 
métrie. Ce ne sont pas des faits géométriques , mais 
des faits mécaniques; la géométrie n'aura pas à en 
rendre raison plus tard; les principes trouvés, on les 
met de côté, et Ton n'en parle plus. Le temps vient se 
mêler sous la forme du mouvement à l'étude de l'espace. 
— Pour s'en démêler, répondrait-il. — Mais là est préci- 
sément la faute contre l'analogie: les expériences mises 
en œuvre importent autre chose qui n'appartient pas à 
la science. On aurait beau dire que nulle science ne 
marche seule , et sans l'appui de ses sœurs ; que l'astro- 
nome se sert de télescopes , appelant ainsi à son aide 
l'optique; que le physicien, pour ses prismes de cristal, 
a recours au chimiste et au géomètre; ce serait con- 
fondre le moyen avec l'objet même de la science ; autant 
vaudrait dire que l'astronome appelle à son aide la phy- 
siologie , parce qu'il se sert de ses yeux. Le phénomène, 
voilà ce que le naturaliste veut obtenir, veut connaître; 
les moyens qu'il emploie pour le connaître sont acces- 
soires , et il n'a pas à s'enquérir de leurs principes. 
L'astronome , en tant qu'il ne fait que noter exactement 
les coordonnées des astres, n'a pas besoin de con- 
naître la théorie de l'instrument qu'il emploie, ni la 
manière dont on a taillé les lentilles , forgé les tubes , 
creusé les vis. 

Nous aurons encore, dans le courant de ce travail, 
à présenter plusieurs observations sur cette théorie, 
à laquelle nous attachons une grande importance , vu 
l'affinité étroite qui, malgré des divergences considé- 
rables, la rapproche de la nôtre. L'exposé de celle-ci 
est donc nécessaire pour que ces observations de- 
viennent intelligibles. 



CHAPITRE II. 



DES SCIENCES ET DES CARACTÈRES DE LEUR OBJET. 



Qu'est-ce que la science? quel est son but? comment 
le réalise-t-elle ? Ce sont là toutes questions prélimi- 
naires qu'il faut résoudre, avant de songer à établir les 
principes d'une science quelconque. La nature de ce 
travail ne nous permet pas d'y répondre en détail ; nous 
nous contenterons de poser quelques prémisses que leur 
évidence fera, pensons-nous, adopter. 

La science idéale ou absolue est la reconnaissance 
de l'accord entre l'univers et Tintelligence ; la science 
humaine ou actuelle est la tendance vers la connais- 
sance complète de cet accord; c'est un ensemble déplus 
en plus complet de vérités reconnues. 

On voit par là , que nous ne croyons pas qu'il puisse 
exister des sciences complètes, incapables désormais 
de tout progrès. C'est même cette inaccessibilité du 
but, qui est la condition de notre activité incessante ici 
bas. C'est un fait reconnu de tout temps : l'homme veut 
savoir ; l'immensité de la tâche ne le rebuté pas. Pour- 
quoi veut-il savoir? Cette question est en dehors de 
notre objet. Mais que veut-il savoir? Nous le répétons : 
la science absolue. 

Dans cette science, les faits sont groupés de telle 
sorte , que Ton voit immédiatement les lois auxquelles 

3 
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ils sont soumis et la manière dont ils s'enchaînent. 
Celui qui a créé l'univers en voit l'ensemble de cette 
façon. Pour lui , le fait , sa place , son explication sont 
une seule et même chose. Si l'astronome connaissait le 
lieu précis de tous les corps célestes à un moment 
donné, leur masse exacte, et que ses moyens de calcul 
fussent plus intuitifs , il pourrait dire immédiatement 
quelle serait leur position au moment suivant; et c'est 
vers ce résultat qu'ont jusqu'ici tendu tous les progrès 
de l'astronomie mathématique. Qu'on réussisse à l'at- 
teindre, et cette science est constituée dans son idéalité. 
C'est là qu'arrivait en quelque sorte Cuvier, quand il 
reconstruisait le squelette entier, dont il ne possédait 
qu'un. os; c'est un but semblable qu'on poursuit, quand 
ou cherche à trouver, dans la configuration et le climat 
d'un pays , la raison des modifications de sa flore et de 
sa faune, et des mœurs de ses habitants. 

La méthode de la science consiste donc, en général, 
à définir les faits , à les grouper de manière que chacun 
apparaisse comme le produit de ceux qui le précèdent ; 
en d'autres termes , à les ranger dans l'ordre du simple 
au composé. Pour cela, il faut rechercher d'abord en 
quoi consiste la simplicité d'un fait , et comment un fait 
plus particulier se compose ou se complique. 

La chimie inorganique offre un bel exemple de défi- 
nition de corps simples et de corps composés, ainsi 
que d'une classification idéale. Elle commence par 
dresser la liste de ses éléments, puis elle les combine 
deux à deux : ce sont les composés du premier ordre; 
puis ceux-ci deux à deux , à leur tour : ce sont les com- 
posés du second ordre, et ainsi de suite. 

Deux objets étant supposés connus , si un troisième 
en découle par une loi connue, l'énoncé de cette loi 
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est la définition de ce troisième. Telle est la définition 
génétique^ la seule absolument valable. Tous les faits 
ne peuvent donc se définir. Nous verrons plus loin 
quel est le caractère scientifique des faits non définis- 
sables qui sont en tête de nos sciences. 

Une remarque sur le classement : il suit de ce qui 
précède que le classement idéal est déterminé , quoiqu'il 
puisse se faire que le classement actuel soit imparfait 
par suite de notre ignorance. Supposons que le cercle 
soit, par sa nature, une figure plus compliquée que le 
triangle ; dans la science idéale , l'étude du triangle 
doit précéder celle du cercle, quoique, dans la science 
actuelle dont les moyens de démonstration sont impar- 
faits, l'étude, soit complète, soit partielle du cercle 
puisse précéder celle du triangle. 

Ce chapitre sera divisé en trois paragraphes : 

i** De la science universelle. 

2** De la science des corps inertes. 

3"" Déduction de fobjet de la Géométrie. 

§ 1. — DE LA SCIENCE UNIVERSELLE. 

La science universelle se subdivise en sciences par- 
ticulières suivant la nature diverse des faits qui en sont 
fobjet. Les lois de l'esprit humain étant immuables , 
les sciences se classent d'après leur objet. 

Le mot objet revêt ici un sens tout particulier. L'objet 
de la science n'est pas l'objet tel qu'il est donné par 
l'intuition ou fobservation externe, mais tel qu'il est 
saisi par l'intelligence. Je tiens en main un minéral : 
cet objet, bien qu'unique, se subdivise en plusieurs 
objets scientifiques , si l'on peut ainsi s'exprimer. Le 
cristallographe , le géomètre en étudieront la forme ; 
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le chimiste , la composition et les réactions ; le physi- 
cien, les propriétés optiques; ce minéral peut être, 
en un mot , l'objet d'une foule de sciences , qui se 
nomment cristallographie , minéralogie , physique , 
chimie, etc. 

Résoudre le problème de la classification des scien- 
ces, ce serait donc faire l'énumération , suivant un 
principe rationnel , de toutes les manières possibles de 
considérer l'objet de la science en général. 

Notre but n'est pas ici de tenter cette solution dans 
tous ses détails ; ainsi que nous le dirons tantôt » nous 
doutons même qu'elle soit possible, dans le sens où 
on l'entend communément; nous voulons seulement 
déduire l'objet de la géométrie, 

La science humaine a un objet : l'étude de l'univers. 
De là , une première division de cette science , suivant 
que j'étudie l'univers en lui-même , ou les conditions de 
son intelligibilité; les choses d'un côté, l'intelligence 
de l'autre ; le monde ou la pensée, les êtres ou les idées, 
le non-moi ou le moi. L'intelligible et l'intelligent sont 
corrélatifs; ils existent l'un pour l'autre et l'un par l'autre; 
l'inintelligible n'existe pas , pas plus que l'intelligence 
pure (i). Ce sont deux mondes juxtaposés et opposés, 
dont la conscience cherche la synthèse. Ils sont oppo- 
sés, disons-nous; en effet, dans le monde de la pensée, 
tout s'enchaîne , se coordonne ; tandis que les faits sont 



{ 1 ) Dans Tensemble de Tuniveis ou des objets de TintelligeDce 
est comprise la pensée de l'homme. Nous ajoutons cette note pour 
corriger ce qui pourrait paraître trop exclusif dans cette division , 
et pour expliquer en même temps ce terme d.Hntelligence pure. 
Nous entendons par là Fintelligence abstraction faite de tout con- 
tenu et de toute pensée , même de la pensée d'elle-même. 
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divers, épars, sans lien apparent. De cette génération 
de la science résulte sa bifurcation postérieure , qui 
se propagera jusqu'à ses extrêmes embranchements, 
Uesprit humain , en face de la nature et des faits qu'il 
y voit , les généralise de plus en plus , c'est-à-dire les 
ramène à des lois plus ou moins générales , toujours 
concrètes et phénoménales, qui n'ont jamais, en tant 
qu'objectives, un caractère de généralité absolue, d'é- 
vidence, de nécessité ; ces lois, auxquelles il soumet les 
faits, ne sont, au fond, que d'autres faits moins nombreux 
et tout aussi incompréhensibles que les premiers. D'un 
autre côté , quand , partant de ces faits généraux , et 
leur accordant un caractère idéal et subjectif, il leur 
applique ses propres lois , il construit un univers tout 
subjectif aussi , où les faits sont placés et classés de 
manière à s'expliquer d'eux-mêmes ; et il y a science , 
les faits idéaux sont vrais, quand ils coïncident avec 
les faits réels ; ce qui a lieu , quand les principes sub- 
jectifs de la science sont à la fois objectifs. Ces principes, 
dont nous trouverons tantôt le véritable caractère, sont 
ce que l'on nomme des hypothèses. L'hypothèse, quoique 
fournie par l'observation et terme de la science expéri- 
mentale, est donc, comme point de départ de la science 
idéale , tout idéale , et elle tend , à mesure que les faits 
la confirment , à prendre elle-même la valeur d'un fait. 
Quand l'hypothèse est fausse , le système n'en subsiste 
pas moins comme enchaînement, mais nous devient 
inutile. Ainsi, je puis bâtir tout un système solaire en 
supposant que les planètes se meuvent en cercle , je 
puis même me poser le problème de le faire coïncider 
avec la réalité, et c'est ce qu'a résolu, jusqu'à un certain 
point, Ptolémée ; mais j'appelle ce système faux, parce 
qu'il ne correspond pas à la réalité. Je puis, partant 
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d'une idée à priori de la matière, (idée qui ne me viendra 
d'ailleurs que par mon contact avec la matière) cons- 
truire un système chimique et physique ; je puis me 
donner, par exemple, la liste des corps simples avec leurs 
aflSnités électriques, leurs équivalents vrais ou sup- 
posés , leurs lois de combinaisons , puis faisant de mon 
cerveau mon laboratoire, produire à l'inflni des réactions 
et des corps composés, sauf à ne pas me rencontrer avec 
la nature; il m'est loisible, étant donnée la loi de Mariotte, 
que le volume des gaz est inversement proportionnel à 
la pression — loi que nous savons maintenant être 
ftiusse — de la regarder comme propre aux gaz, comme 
les définissant, et de fonder là-dessus une théorie de 
ceux-ci; je puis définir les corps matériels par la 
propriété dé s'attirer en raison directe des distances, 
et fonder une mécanique spéciale de la matière ; en un 
mot, je suis libre de me faire un univers à ma façon. 
Mais un besoin irrésistible me pousse à créer, à refaire 
l'univers réel , et à cette condition seule que j'y par- 
vienne, je regarde ma création comme vraie. Chaque 
science aura donc une double marche : ou elle partira 
du fait pour arriver aux lois, elle sera d'observation ou 
expérimentale ; ou bien elle partira d'hypothèses et de 
définitions, elle sera théorique; et ces parties se sou- 
tiennent Tune l'autre, et ne sont vraies que quand elles 
marchent parallèlement, toujours d'accord entre elles. 
Laissons maintenant de côté les sciences qui s'oc- 
cupent des manifestations de la pensée , et occupons- 
nous de la science des êtres sans rechercher la raison 
de leur intelligibilité. Le savant croit qu'il peut savoir, 
et laisse au philosophe le soin de répondre à ces ques- 
tions : que sait-on? comment sait-on? Pour lui , la 
chose en soi est la chose telle qu'il la perçoit, ou plutôt. 
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il étudie les choses telles qu'il les perçoit, sans s'in- 
quiéter de ce qu'elles peuvent être en soi. La chose en 
soi nous échappe; la chose pergue , le phénomène existe 
dans le temps et l'espace. 

En tant que je regarde l'espace comme l'ensemble 
des êtres, le temps comme l'ensemble des événe- 
ments ; en tant , en un mot , que je les considère comme 
réels, ils sont hétérogènes, c'est-à-dire composés de 
parties dissemblables. Un être quelconque ne reste 
pas le même quand dHci on le transporte là ; aujour- 
d'hui il est différent de ce qu'il était hier et de ce 
qu'il sera demain. L'être actuel n'est ce qu'il est que 
par les êtres qui l'entourent , et par ceux qui le pré- 
cèdent ; la place qu'il occupe n'est pas égale et sem- 
blable aux autres places qu'il pourrait occuper, elle en 
est une résultante; le moment actuel n'est pas égal et 
semblable à celui qui est venu avant lui, il en est le 
produit. C'est ce vaste ensemble dont l'intelligence 
doit chercher les lois; c'est cette infinie variété de 
faits qu'elle doit ramener à quelques faits généraux. 
Pour cela , elle a recours à une première abstraction ; 
elle suppose le temps et l'espace parfaitement homo- 
gènes, c'est-à-dire, comme nous l'expliquerons plus 
tard, indéfiniment et arbitrairement divisibles en par- 
ties qui ne diffèrent que par leur grandeur. 

Avant de rechercher les conséquences de cette 
abstraction, faisons remarquer qu'elle ne diffère pas 
des autres abstractions scientifiques. Étudions-nous la 
trajectoire d'un corps pesant , nous le supposons se 
mouvant dans le vide et attiré par un point infiniment 
éloigné , supposition en désaccord avec les faits , 
mais qui , simplifiant nos calculs , nous permet de 
représenter ces faits avec une approximation suffisante. 
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lerons d'être vivant et d'être inerte , nous entendrons 
par là l'être considéré comme vivant, et l'être considéré 
comme inerte. 

L'être vivant, disons-nous, existe dans le temps et 
l'espace hétérogènes ; il est une succession de phéno* 
mènes, succession parfaitement déterminée, qui fait 
de son existence une suite d'instants dissemblables. 
Chez lui , le temps esf un facteur essentiel , inélimi* 
nable; l'être vivant ne peut être pris indifféremment 
hier, aujourd'hui ou demain, il doit être pris entre 
deux limites dans le temps ; et encore , ces limites que 
notre esprit est astreint à poser pour ne pas se lancer 
dans l'infini, sont elles-mêmes des abstractions qui ne 
nous permettent de saisir qu'imparfaitement l'être lui- 
même. C'est un besoin pour moi d'étudier la vie de ce 
grain de blé depuis le moment où je le mets en terre 
jusqu'à la mort de la plante qu'il a produite; mais pour 
la connaissance de ce qu'il est réellement , il me fau- 
drait remonter au premier grain que sema la main du 
Créateur, et poursuivre dans l'avenir le sort de sa 
postérité. L'être vivant, dans l'espace, n'est pas un 
composé homogène, divisible à l'infini, mais il est 
essentiellement composé de parties diverses, réunies 
dans l'unité; il est funité de sa diversité, unité plus 
ou moins concrète , comme cela se voit par la compa- 
raison entre l'individualité des animaux et celle des 
plantes, mais qui existe nécessairement, ne fût-ce que 
dans la cellule primitive où il a commencé de vivre. 
Dans la nature brute, au contraire, les parties hété* 
rogènes , ne sont que des corps différents enclavés dans 
un autre corps; un morceau de mosaïque n'est pas un 
corps, mais plusieurs corps. 

Tranchons de plus en plus cette différence de l'être 
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vivant avec l'être inerte. Quand on chauife du soufre , 
il passe par différents états et par différents aspects, 
qui se présentent toujours dans le même ordre, et Ton 
ne peut obtenir Tun de ces états qu'après avoir obtenu 
tous ceux qui le précèdent ; ou, pour employer un exem- 
ple plus vulgaire , la glace chauffée ne se réduira pas 
en vapeur avant d'avoir été convertie en eau, et cette 
eau n'atteindra pas une température de cinquante 
degrés avant d'avoir passé par celle de quarante-neuf 
degrés. Les phénomènes, en un mot, se présenteront 
dans un ordre déterminé. 

Quelle différence y a-t-îl entre ce phénomène et celui 
de la vie ? D'abord , ces propriétés de la glace sont les 
mêmes toujours; je puis les lui faire manifester de la 
même manière aujourd'hui ou demain ; le temps est ici 
homogène ; la place du phénomène dans le temps est 
indifférente. L'étendue elle-même du phénomène est 
arbitraire. Que je chauffe la glace avec lenteur, que 
j'augmente sa température d'un degré d'heure en heure, 
par exemple , les phénomènes se produiront toujours 
les mêmes, mais avec lenteur; si, au contraire, je 
l'expose tout d'un coup à une température élevée, les 
phénomènes se produiront rapidement, et tendront à 
apparaître pour ainsi dire simultanément; le temps 
entre dans ce phénomène , toujours comme homogène; 
j'ai besoin du temps sans doute, mais d'un espace de 
temps arbitraire. Il n'en est pas de même pour le corps 
vivant, et si même pour certains êtres, dans les 
classes inférieures, quelque chose d'analogue a lieu, la 
distance reste immense ; les phénomènes de la vie de- 
mandent, pour se produire de la même manière, le temps 
où ils se produisent, et non un temps antérieur ou 
postérieur ; et de plus , un temps d'une longueur déler- 
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minée : on peut avancer ou retarder la maturité d'une 
plante , mais , en général , le phénomène résultant est 
différent; et, en tout cas, cette contrainte n'est possible 
que dans certaines limites (1 ). 

g 2. — DE LA SCIENCE DES CORPS INERTES, 

Mais là ne se bornent pas les conséquences de cette 
abstraction dont nous avons maintenant acquis la 
conscience. 

De ce que l'ambre jaune frotté attirait, déjà du temps 
des anciens, la paille et les choses légères, nous pou- 
vons affirmer qu'il le fait encore aujourd'hui et qu'il le 
fera toujours. Les lois de la nature inerte sont étemelles 
et universelles , conséquence immédiate de ce que les 



( 1 ) C'est ici surtout qu*apparaît avec évidence la subjectivité des 
idées de vie et dHnertie, Dans la réalité, si, exempt de toute préoccu- 
pation philosophique , j'étudie la nature inerte , les phénomènes se 
présentent aussi dans un ordre déterminé , et demandent pour se 
produire de la même manière, un certain temps et un certain espace. 
Dans la formation d'un cristal, par exemple, si l'évaporation de l'eau 
est lente , les cristaux acquerront un volume plus conéidérable que 
si Févaporation est rapide ; ou , pour me servir d'un exemple plus 
vulgaire encore , le verre chauffé lentement augmente de tempéra- 
ture sans se briser, et se brise si on l'expose tout d'un coup à une 
grande chaleur. D'un autre côté , je suis obligé de regarder une 
plante méridionale comme pouvant croître en Laponie, si je la mets 
dans des conditions convenables. Et cependant, en tant que je con- 
sidère la formation d*un cristal comme un phénomène de la nature 
brute , je me contente du point de départ et du résultat final, suppri- 
mant par la pensée le temps de la formation, faisant ainsi du temps, 
une chose à ma disposition; tandis que, si je considère le phénomène 
de la formation d'un être vivant , ma pensée laisse cet être vivant 
se développer de lui-même , passer par ses états successifs , et recon- 
naît ainsi, d'une certaine façon, son impuissance à accélérer ou à re- 
tarder ce développement. 
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corps inertes existent dans un temps et un espace 
homogènes ; de ce que pour eux le demain est égal à 
V aujourd'hui et le ici au là (1). Je puis dire : il est 
absolument nécessaire qu'un volume d*oxygènese combine 
à deux volumes d'hydrogène pour former de F eau , dès 
qu'il a été démontré une fois que le phénomène de la 
production de Teau a lieu de cette manière . 

Pourtant il pourrait se produire ici un phénomène 
imprévu : c'est que de l'oxygène ne se combinât pas 
avec l'hydrogène dans cette proportion, ou que le 
composé résultant fût non de l'eau , mais un corps 
isomérique. Ceci semble nous mettre en contradiction 
avec nous-même. Voyons ce qu'il y a au fond des lois 
physiques, examinons sur quoi repose leur apodicticité. 
Tout dépend de la définition de Yoxygène; si ce nom 
s'applique à la substance de l'oxygène, s'il est nom 
propre, le nom d'une chose inconnue, mais plus ou 
moins reconnaissable , alors les lois physiques ne sont 
pas apodictiques. Mais elles prennent ce caractère si le 
terme oxygène s'applique à un corps défini, à un concept, 
à une chose dont on borne la définition à une qualité 
bien connue. Dans le premier cas, la proposition, Foxy- 
gène est... est une définition de chose ou réelle, comme 
s'exprime l'ancienne logique ; dans le second cas , la 

( 1 ) Les lois de la nature vivante sont aussi universelles et éter- 
nelles , parce que ces lois portent sur V espèce , qui est Vidée de l'être 
vivant subsistant dans un temps et un espace homogènes, traversant, 
en restant identique à lui-même , et les temps et les lieux. En tant 
que le caractère d'un être vivant est considéré comme individuel et 
non comme spécifique , ce caractère ne donne lieu à aucune loi. Et 
l'on peut dire en général , que toute science se compose des lois uni- 
verselles et éternelles. C'est pourquoi , si la couleur noire n'est pas 
un caractère spécifique des corbeaux , je ne puis dire : Les corbeaux 
sont noirs toujours et partout. (Cf. Mil! , Log. ind. passim. ) 
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définition est de nom, on nominale, (on encore géné- 
tique). Ainsi, si je nomme oxygène, le corps qui se rend 
au pôle positif, quand on décompose Teau distillée par 
une piie, dans telle ou telle circonstance (1), et que 
sur ce même corps je fasse des expériences, qui mettent 
en évidence certaines lois , ces lois sont apodictiques 
pour l'oxygène obtenu dans ces circonstances; j'ai 
nominalisé la définition de l'oxygène; j'ai posé une 
définition adéquate génétique; j'ai dit comment on obtient 
l'oxygène ; et cela est très-important à noter, car, dans ce 
cas seul Je puis dire qus r oxygène n est pas du diamant. 
Si, au contraire, l'oxygène est le nom d'une chose, 
d'une cause réelle que je ne connais que par ses eifets, 
au lieu d'être, comme tantôt, le nom de la cause d'un 
certain effet déterminé , alors , je ne puis plus affirmer 
que cet oxygène pris au hasard , sans avoir égard à la 
manière dont on l'a obtenu , se conduira de telle ou telle 
façon dans une circonstanc6donnée(3).Âce point de vue. 



( 1 ) Ce complément est nécessaire ; et c'est là la difficulté d^obtenir 
une définition adéquate de Foxygéne ( comme de toute cause réelle), 
n est possible, en effet, qu'en opérant sur de l'eau distiUée avec un 
appareil de Volta , dans la planète Jupiter y le résultat ne soit pas 
une décomposition du liquide en tout semblable à la nôtre. La défi- 
nition de Toxygène ne serait adéquate que si , par exemple , les 
différents corps simples n'étant que des états allotropiques d'un 
corps unique, on pouvait les définir par l'arrangement géométrique 
des molécules. 

(2) Nous pouvons citer à Tappui de ceci un fait bien remarquable. 
Le fer se dissout facilement dans l'acide nitrique étendu d'eau ; 
cependant , s'il a été préalablement plongé dans de l'acide nitrique 
concentré , il est devenu passif, et l'acide étendu n'a plus d'action 
sur lui. On ne peut donc pas afQrmer d'un morceau de fer quel- 
conque , sans avoir égard à la tnanière dont on l'a obtenu, en d'autres 
termes , sans avoir égard à son étal antérieur, qu'il se dissoudra dans 
l'acide nitrique étendu. 
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je ne puis pas dire que l'oxygène n'est pas du diamant , 
car l'un et l'autre peuvent n'être que des formes diffé- 
rentes d'une même substance. 

Ainsi encore , si jo nomme triangle une figure fermée 
à trois côtés rectilignes , je puis affirmer que ses trois 
angles font deux angles droits; mais si triangle est le 
nom donné à une certaine forme réelle à trois angles , 
une face d'un cristal , par exemple, alors je n'ai pas le 
droit d'affirmer que ses angles font deux droits. L'esprit 
peut attribuer à ses droites et à ses cercles tout ce qu'il 
y trouve, mais ne doit pas en attribuer les propriétés 
aux barres et aux ronds de la nature , pour nous servir 
d'une expression de Pascal enfant (i ) 

Ainsi donc, nous pouvons dire contre Whewell et 
contre Mill à la fois : la neige est blanche toujours et 
partout , parce que tout corps analogue , mais d'une 
couleur différente, ne portera pas ce nom ou ne le 
portera que par métaphore. Si neige est fétal de feau, 
connu sous ce nom , il m'est permis de dire : La neige 
est blanche; si Ton entend par neige autre chose que 
je ne connais pas ou que je connais peu, alors je ne puis 
plus dire qu'elle est blanche^ mais aussi je n'ai pas 



( 1 ) Ainsi, ce que dit Mill de la facilité de donner en géométrie des 
déânitions adéquates, est tout simploment une erreur. Je puis, dans 
toute science, donner des définitions adéquates; seulement ces défi- 
nitions peuvent ne pas répondre aux choses réelles ; en géométrie ce- 
pendant les définitions répondent jusqu'à un certain point aux choses 
réelles, comme Mill le remarque lui-même , parce que les prémisses 
de cette science sont objectives ; et c'est pourquoi elle explique 
les faits réels. La prémisse de Tasti'onomie mécanique étant supposée 
objective aussi , la mécanique céleste est une science vraie, quoique 
idéale au même titre que la géométrie, et n'expliquant qu'approxi- 
mativement les faits réels, c'est-à-dire la route effective des planètes, 
Nous reviendrons d^ailleurssur ce point dans l'appendice. 
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de loi scientifique , j'ai une proposition à laquelle la 
science n'a rien à voir. 

II n'y a donc pas de différence essentielle entre la 
certitude des lois physiques et c.elle des lois mathéma- 
tiques ; entre cette proposition : L'eau est composée de 
deux volumes d'hydrogène et d'un volume d'oxygène 
combinés ; et cette autre : Les rayons d'un cercle sont 
égaux. Si un liquide m'est présenté et que sa composi- 
tion ne soit pas celle indiquée plus haut, je nierai que 
ce soit de l'eau avec autant de fondement que je refu- 
serai de reconnaître un cercle dans une figure où les 
rayons ne seront pas égaux. 

C'est donc sur une abstraction de notre esprit que 
repose l'apodicticité des lois de la nature ; et le fameux 
axiome sur la constance et l'invariabilité de ces mêmes 
lois , n'en est lui-même qu'une conséquence. Cette abs- 
traction est peut-être ce que M.Ueberweg appelle Yidéa- 
lisatiôn; avec la différence que ce terme idéalisation est 
vague , et n'indique pas la véritable nature de l'opéra- 
tion qui nous y conduit , ni surtout l'importance des 
résultats, des effets de cette opération. Cette solution 
concilie à la fois l'empirisme et l'idéalisme, Mill et 
Kant. 

Rien d'élonnant que, dans la nature , il n'y ait pas de 
ligne parfaitement droite, de cercle parfait, d'ellipse 
exacte; bien plus, l'existence de telles figures y est im- 
possible. Comment tracer un cercle dans un espace et un 
temps hétérogènes , quand les branches du compas , se 
dilatent ou se contractent, d'un instant à un autre, d'un 
point à un autre , grâce aux variations incessantes de la 
température; quand les pointes s'usent; quand le papier 
n'est pas plan, etc.? Rien d'étonnant qu'un corps lancé, 
même verticalement , ne suive pas une ligne droite , la 
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terre fût-elle immobile et dans l'espace et autour de son 
axe. Dans la nature, en effet , il n'y a rien de fixe , rien 
d'éternel que la substance. D'un autre côté, les droites , 
les cercles , les paraboles de notre esprit , ne sont pas 
des moyennes approximatives ; ce sont des types , 
imitant sans doute les phénomènes réels , parce que 
nous les avons obtenus par une première approxima- 
tion , par la supposition qu'il n'y ait pas de diversité 
dans l'étendue et la durée; mais, par cela même, inva- 
riables, au-dessus de l'étendue et de la durée. Voilà 
pourquoi ces types existent pour les habitants de Jupiter 
comme pour nous ; car les habitants de Jupiter les ob- 
tiennent nécessairement , quand ils font de l'espace et 
du temps des abstractions , et rendent ainsi homogènes 
l'étendue et la durée réelles. 

Nous nous rapprochons aussi de Kant.En effet, quand 
nous constatons dans la nature Y accord avec les lois 
de notre esprit , nous y retrouvons ce que nous y avons 
mis : nous y avons mis l'ordre et l'invariabilité ; nous 
y retrouvons l'ordre et l'invariabilité ; nous y voyons 
ce que nous pouvons y voir ; nous la voyons comme 
nous pouvons la voir. L'abstraction est une opération 
de notre esprit, et la nature est pour nous devenue 
abstraite : elle nous montre des lignes droites , des 
cercles parfaits ; nous y découvrons des corps simples, 
des corps purs, de l'eau distillée, du nitrate de potasse, 
du carbonate de chaux , tandis qu'elle nous fournit des 
mélanges, Teau de la mer et des fleuves, du salpêtre, 
de la craie et du marbre. 

Cette manière de considérer le corps, pour ainsi dire, 
en dehors de l'espace et du temps, nous donne la raison 
de la méthode que l'on suit pour en découvrir les pro- 
priétés ou arriver à des lois , c'est-à-dire , de la mé- 
thode expérimentale. 4, 
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Ce corps que je tiens à la main, manifeste un certain 
effet quand je le place dans certaines conditions ; re- 
nonciation de cet effet est une loi universelle, j'ai le 
droit de dire : ce corps se manifeste de cette façon dans 
tel cas. L'expérience, c'est la vue claire des eifets d'une 
cause donnée ; une seule expérience suffit pour donner 
une pareille loi. Seulement, si le principe de l'expé- 
rience est clair, la mise en pratique, l'art d'interpréter 
l'expérience, est plus difficile. Cet art suppose plusieurs 
choses : 1"* La définition précise de la chose à étudier. 
Je dois savoir comment je puis obtenir ce corps, ce 
qu'il est au moment même où je le soumets à l'expé- 
rience ; je dois en avoir la définition nominale et gêné- 
*ê^^; je dois pouvoir dire, par exemple: ce corps, que je 
nomme oxygène, est ce qui se rend au pôle positif de la 
pile quand on décompose l'eau distillée — ou toute autre 
définition analogue. Aussi que fait le chimiste? il se 
garde bien d'opérer sur les corps tels que la nature les 
fournit, c'est-à-dire modifiés, altérés, mélangés, m- 
purs, pour me servir de l'expression consacrée; une 
expérience faite sur ces corps dans de semblables con- 
ditions serait radicalement vicieuse. Mais il commence 
par les purifier, les simplifier ; il met dans son creuset 
un corps idéal, dont il possède la définition adéquate et 
génétique. 2° La connaissance précise des circons- 
tances où Ton opère , en présence desquelles on fait 
agir le corps. Cette règle est analogue à la précédente 
et à la suivante. Ainsi le chimiste, pour ne pas avoir à 
faire à une trop grande complication de circonstances, 
écarte , autant qu'il est en lui , toute cause extérieure 
de trouble, il opère dans le vide, ou dans un gaz dont il 
a d'avance déterminé l'indifférence, la neutralité; il 
note la température, la pression, l'état électrique et hy- 
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grométrique de Fair , etc. ; en un mot, il opère, autant 
que possible , dans un espace homogène et sans qualité 
active ; 3** Enfin , l'appréciation exacte de l'effet produit. 
11 faut suivre Teffet depuis le moment où il se manifeste, 
jusqu'à son dernier accomplissement, et non se contenter 
du résultat final qui n'en est qu'une partie. 

Quand ces trois règles ont été suivies , une seule 
expérience , nous le répétons , suffit pour établir la loi. 
Si, en général, plusieurs expériences sont nécessaires, 
c'est qu'il n'est pas toujours possible à l'homme d'écarter 
à un si haut degré les causes perturbatrices, et il n'y a 
erreur que quand l'expérience n^a pas tenu compte de 
toutes les causes auxquelles on peut attribuer l'effet 
produit. 

Cependant là ne se borne pas le champ de Texpé- 
rience. Sans doute, la méthode que nous venons de 
décrire, arrive infailliblement à nous faire connaître les 
propriétés d'un corps donné* Mais la science veut arriver 
à des lois qui conviennent à toute une classe de corps. 
C'est ainsi qu'elle nous donne les lois de la chute des 
corps pesants , de la réflexion , de la réfraction , etc. ; 
lois qui n'appartiennent pas à un corps particulier , 
mais à tous les corps connus. Comment opérera le 
savant quand il aura à étudier un phénomène général , 
tel que celui de la pesanteur? Force lui est bien de 
prendre des corps individuels ; mais comme il ne peut 
les soumettre tous à un examen — ce qui serait absolu- 
ment nécessaire pour établir une loi à l'abri de toute 
objection — il choisit des corps particuliers , et il 
dispose l'expérience de telle sorte qu'elle ait, autant que 
possible , un caractère général , qu'elle fasse ressortir 
le caractère du genre (du corps pesant) et non de l'in- 
dividu (du fer ou du plomb). C'est ainsi que les lois 
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que les expériences de Galilée ou celles d'Atwood me 
permettent d'énoncer, sont, non des lois tirées de la 
généralisation d'un fait particulier , mais la traduction 
mathématique d'un fait général. 

Mais, quoi que Ton fasse ., ces lois ne sont presque 
jamais que des inductions plus ou moins légitimes , et 
l'on n'a pas le droit de dire d'une façon absolue : tous 
les corps sont pesants. Sans doute, la loi de la pesanteur 
nous apparaît aujourd'hui avec un caractère prononcé 
de généralité ; l'idée de pesanteur s'attache intimenàent 
dans notre esprit à celle de corps ; mais on sait qu'il 
n'en a pas toujours été ainsi, et l'on est encore plus ou 
moins dans l'usage de parler du calorique , de l'élec- 
tricité, etc., comme de fluides impondérables (1). 

Dans quels cas cependant une loi est-elle vraiment 
générale? Lorsque, pour l'établir, on aura éliminé par 
des expériences répétées, les qualités individuelles du 
corps sur lequel on expérimente. Prenons pour exemple 
le cas de la machine d'Atwood : La chute du poids 
pourrait provenir de la nature particulière du métal 
qui le compose, de sa forme, de sa masse, du milieu 
ambiant, etc. — je change le métal, je modifie la forme, 
la masse, j'opère dans le vide, etc. — l'effet reste le 
même. Si j'ai tenu compte de touies les circonstances 
qui pouvaient avoir une influence sur l'effet, la con- 
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( 1 ) Il est , du reste , d'autres lois où le caractère inductif est plus 
prononcé , et qui pourraient même être le résultat d'une induction 
vicieuse; telles sont la loi, dite de Mariette, sur le rapport du volume 
des gaz à la pression ; la loi de la dilatation des gaz ; la loi newton- 
nienne sur le rapport du pouvoir réfringent et de la densité. De 
quelque nombre de faits qu'on suppose ces lois étayées — et Ton en 
connaît maintenant qui les contrarient — on ne pourrait cependant 
pas conclure à leur généralité absolue. 
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clusîon tirée de Texpérience porte un caractère général. 
C'est ce qui a lieu dans les mathématiques , et particu- 
lièrement en géométrie, où les démonstrations (les 
expériences) sont toujours très-faciles à établir, où, 
comme nous le verrons, par la nature même de l'objet 
de la science , toute influence secondaire se trouve 
éliminée d'elle-même. Pour démontrer que les trois 
angles d'un triangle sont égaux à deux droits, je choisis 
un triangle particulier , et plaçant ses trois angles à 
côté l'un de l'autre, j'observe qu'ils font deux droits. 
Ma proposition est générale, non point parce que ce 
triangle est quelconque, ou parce que je conçois la 
possibilité de répéter la même opération sur tous les 
triangles possibles , ce qui reviendrait à considérer ma 
proposition comme possible, comme virtuellement dé- 
montrable , mais parce que la manière dont je démontre 
la proposition, mon expérience {\) , est indépendante 
de la grandeur du triangle, et de la nature des angles — 
de même que l'expérience de la machine d'Atwood est 
indépendante de la nature des matériaux qui entrent 
dans cette machine , de la forme des poids et de leur 
masse. Mon expérience, en un mot, a porté sur un 
triangle genre, et non sur un triangle individu. 

Ajoutons à ce propos un mot sur le concours de tous 
les savants à l'édification d'une science. En général, 
une proposition démontrée par un savant est acceptée 
ou acceptable par tous sans contrôle ; ainsi , en chimie, 
on travaille sur les données de quelques chimistes 
célèbres ; Kepler travailla sur les données de Tycho- 
Brahé , Newton sur les résultats de Kepler ; nous nous 



(1) Voir aussi, pour ce terme expérience, nouveau en matière de 
géométrie, le paragraphe suivant. 
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fions aux asserlions des historiens , des géographes , 
des voyageurs , de tous les observateurs et expérimen- 
tateurs de tous les temps et de tous les lieux. C'est 
que, pour nous, l'observateur n'est pas Kepler; le 
géomètre, Euclide ou Legendre; le chimiste, Regnault; 
mais Yhomme , c'est-à-dire Yêtre intelligent, V espèce et 
non Yindividu, Et lorsque nous soupçonnons que c'est 
Yindividu , ou l'homme pourvu d'yeux plus ou moins 
bons , corrompu par plus ou moins de passions et de 
préjugés , doué d'un jugement plus ou moins sûr » 
lorsque nous soupçonnons , dis-je , que c'est cet indi- 
vidu-là qui a vu , jugé , conclu , alors nous mettons ses 
résultats en doute et nous recommençons l'expérience 
déjà faite. 

Nous avons distingué, dans ce qui précède, entre les 
lois universelles et éternelles , et les lois générales : 
les premières portant sur un corps déterminé, défini ; 
telles que : le fer est pesant; les secondes portant 
sur toute une classe de corps ; telles que : les corps 
sont pesants. Les unes, avons-nous dit, sont le résultat 
d'une abstraction, tandis que les secondes sont fondées 
sur une induction plus ou moins légitime. Les unes et 
les autres sont concentrées dans cet axiome empiriste : 
La nature procède par lois invariables et simples. 

Nous ne reviendrons pas sur ce que nous avons dit 
dans le chapitre précédent sur la légitimité de cet axiome, 
ni sur son impuissance à confirmer les faits particuliers. 
Nous voulons maintenant l'examiner à un autre point 
de vue. Il comprend deux affirmations : c'est de la 
première que nous allons nous occuper d'abord. 

Nous avons dit que l'invariabilité (universalité et 
éternité) des lois de la nature est fondée sur une abs- 
traction de notre esprit ; cet axiome, au contraire, la pose 
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comme un fait, placé en dehors de nous, et que nous 
constatons par Texpérience. Or, à quoi reconnaissons- 
nous rinvariabilité d'une loi? à ce que le phénomène 
qui en est l'expression reste toujours le même. Mais si 
ce phénomène devenait autre, dirions-nous que la loi a 
varié? Non ; nous dirions, au contraire, que nous avons à 
faire à un autre phénomène, et la loi serait sauve. Nous 
nous expliquons par un exemple : c'est une loi inva- 
riable de la nature que le palmier germe avec un 
cotylédon ( 1 ) ; qu'il se mette à germer avec deux coty- 
lédons, nous n'accuserons pas la nature de n'être pas 
restée Adèle à sa loi , mais la plante nouvelle, nous ne 
l'appellerons plus palmier ^ pour autant que c'est là le 
nom d'une plante monocotylédone. Nous sommes ainsi 
ramenés à une théorie analogue à celle que nous four- 
nissait la proposition la neige est blanche. Et en effet, 
quand la nature change avec les temps et les climats, 
qu'elle ne fait que revêtir de nouveaux aspects depuis 
le jour où le monde a été lancé dans l'espace , que peut 
être l'invariabilité dans cette succession de phénomènes, 
qui paraissent pour disparaître ensuite, avec les lois 
qui les gouvernent. Qu'existait- il autrefois? Que nous 
réserve l'avenir? Mais bien plus, quel que soit le phé- 
nomène dont la science s'occupe , elle le traduit tou- 
jours par une loi invariable. La terre tourne en 365 jours 



( 1 ) Il est tellement impossible de se figurer que la nature ne pro- 
cède pas par lois invariables que quand on veut choisir un exemple 
de variabilité , on tombe dans l'absurde, le non-sens. Il est clair que 
le lion reste toujours lion, comme l'homme reste toujours l'homme, 
quoique les lions d*aujourd"hui soient les mêmes que ceux du temps 
des Grecs, tandis que nous ne sommes pas les mêmes que les Grecs : 
c'est que, pour le lion, c'est une loi invariable de rester le même, 
et pour nous, de progresser. 
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autour du soleil, et si loin que nous remontions dans la 
série des siècles , cette période nous semble avoir tou- 
jours été la même — est-ce là une loi invariable? Oui, 
sans doute. Mais supposez que le mouvement de la terre, 
au lieu de rester constant , s'accélère , comme c'est le 
cas pour la comète d'Encke , nous aurons une loi inva- 
riable qui s'énoncera comme suit : le mouvement de la 
terre s'accélère d'année en année. Allons même plus 
loin : admettons qu'aucune espèce de loi ne règle l'ac- 
célération ou le ralentissement du mouvement de la 
terre ; nous ne laisserons pas de dire sous forme de loi 
invariable : la terre, dans son mouvement autour du so- 
leil , ne suit aucune loi. Quelque bizarre , quelque dé- 
sordonnée que nous nous figurions la nature, nous la 
voyons toujours comme soumise à des lois : n'était-ce 
pas une loi pour la fortune inconstante , d'être constam- 
ment inconstante ? C'est ainsi , pour nous servir d'une 
comparaison , que l'observateur placé entre le soleil et 
un nuage qui se résout en pluie', voit infailliblement 
devant lui, quelle que soit la forme du nuage , l'arc aux 
sept couleurs s'étendre symétriquement des deux côtés 
de son horizon. 

La raison de ce fait est facile à établir. Un phéno- 
mène , en tant que déterminé , saisi par l'intelligence , 
défini, en tant qu'il estc^ phénomène, n'est pasflw<r^,et 
nous ne pouvons nous imaginer qu'il devienne autre; il 
reste nécessairement ce phénomène (1). Mais il ne 
s'ensuit pas que , dans l'ensemble des événements na- 
turels, ce phénomène ait nécessairement une place, que 
la constance de sa production importe à l'ordre univer- 
sel : le caractère d'invariabilité que l'esprit lui attribue 

( 1 ) Comparez : Logique de Port Royal , IP partie , chap. 12. 
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est tout subjectif, et résulte de ce que ce phénomène a 
été reconnu par lui , et par suite défini. 

Cette critique vient donc confirmer de nouveau la 
théorie que nous avons émise sur ce point. Voyons à 
quoi nous conduira la critique de la seconde partie de 
Taxiome , que la nature procède par lois simples. 

Qu'est-ce qu'une loi simple? En quoi consiste la 
simplicité d'une loi ? Ce n'est pas dans les nombres qui 
l'expriment ! que les corps s'attirent en raison inverse 
de la simple distance, ou du cube de la distance, ou du 
logarithme de la distance , la loi n'en sera pas moins 
considérée comme simple. Ce ne peut être dans le 
nombre de mots qu'il faut pour l'énoncer , ou dans 
l'effort d'esprit nécessaire pour la comprendre ; la loi 
de la rotation des corps ou celle de l'attraction de deux 
ellipsoïdes pourrait n'être pas dans ce cas. 

N'y aurait-il pas ici abus de mots ? Le terme propre 
à employer ici n'est-ce pas celui de généralité ; et ne 
disons-nous pas d'une loi qu'elle est d'autant plus 
simple qu'elle est plus générale , ou qu'elle s'applique 
à un plus grand nombre de faits ? Supposons donnés , 
par exemple , trois phénomènes A , B , C , qui ont 
quelque chose de commun ; cependant le phénomène A 
diffère à la fois de B et de C , et il existe une cause 
de ces différences. Si je fais abstraction de ces diffé- 
rences, ces trois phénomènes deviennent identiques 
et s'expliquent naturellement par une seule et même 
loi ; si je fais entrer en ligne de compte la différence 
du phénomène A au phénomène B , il me faut une 
seconde loi pour en rendre raison; et de même une 
troisième loi est nécessaire pour expliquer en quoi A 
diffère de C; de sorte que le phénomène A, en défini- 
tive, ne s'explique que par trois lois ; et à la rigueur , 
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la première loi explique , non pas les phénomènes 
A, B et G, mais seulement une partie du phénomène A 
décomposé en phénomènes plus simples, un phéno- 
mène plus général que A. L'attraction, dit-on, explique 
tous les mouvements des corps célestes ; ceux de la 
Terre , de Mars , de Jupiter. Soit , mais elle n'explique 
pas, bien loin s'en faut, le mouvement réel de la Terre, 
ce en quoi il se dislingue de celui de Mars. Ainsi, entre 
autres , elle ne donne pas la distance de la Terre au 
Soleil ; et l'astronome, qui veut rendre compte du phéno- 
mène de la trajectoire de notre planète, commence par 
poser deux prémisses, à savoir : la distance de la Terre 
au Soleil, et l'attraction; prémisses qui sont absolu- 
ment sur le même rang dans la solution du problème. 
N'est-ce pas ainsi encore qu'en chimie la théorie géné- 
rale de la combinaison ne suffit pas pour expliquer la 
formation de l'eau , mais qu'il faut en outre la connais- 
sance des propriétés de l'oxygène et de l'hydrogène ? 
Maintenant en est-il de la généralité comme de l'in- 
variabilité? Est-ce encore une épithète accordée spon- 
tanément par notre esprit aux lois de la nature? Oui, 
parce que tout phénomène défini est un phénomène 
général. Pourquoi disons-nous que tous les corps 
sont pesants? parce que nous appelons corps ce qui 
est pesant; et nous ne pourrions ainsi nous exprimer, 
si les fluides impondérables étaient regardés comme 
des corps. Les planètes se meuvent dans le même sens, 
dans des ellipses d'une faible excentricité , toutes 
situées à peu près dans le même plan, et dont le 
Soleil occupe un des foyers, loi générale, parce que 
nous ne donnons pas le nom de planètes aux autres 
corps qui , comme les comètes ou les satellites , 
n'obéissent pas à ces lois, 
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Mais» nous dira-t-on, on ne peut nier cependant qu*il 
y a des lois objectivement générales, telles que la sui- 
vante, par exemple ; tous les corps célestes obéissent 
à Tattraction? Nous pourrions demander à notre tour : 
pourquoi les masses des corps célestes ne sont-elles 
pas égales? Pourquoi quelques planètes ont-elles des 
satellites, et d'autres pas? Pourquoi Saturne seul a*t-il 
un anneau? L'existence de l'anneau de Saturne est un 
phénomène isolé; l'existence de satellites autour de 
quelques planètes, un phénomène plus général, pour 
autant que je fais abstraction du nombre plus ou moins 
grand de satellites ; de même, l'attraction est un phé- 
nomène général , si je fais abstraction des différences 
des masses et des distances. £t puis, que peut-on 
affirmer, quant à la généralité du phénomène de l'at- 
traction ? Tous les corps célestes que nous voyons au- 
tour de nous et dans les espaces les plus éloignés 
que nous découvrent nos instruments , fussent-ils sou- 
mis à la loi de Newton , n'esk-ce pas là encore un phé- 
nomène isolé dans l'immensité de l'univers? D'un autre 
côté, n'y eût-il que deux corps soumis à l'attraction 
mutuelle, l'intelligence n'en regarderait pas moins ce 
phénomène comme général , comme devant s'appliquer 
à tous les corps qui leur ressembleraient. Peu importent 
à la science les différences essentielles des planètes » 
l'esprit les supprime, et la loi du mouvement de l'une 
devient la loi du mouvement des autres. Quel que soit 
l'univers, nous le concevons toujours comme l'effet 
d'une cause unique que nous cherchons ; tout ce qu'il 
renferme obéit au moins à une loi générale , celle 
d'y être renfermé, d'en faire partie, d'être soumis aux 
causes qui y fonctionnent; toujours, en un mot, il reste 
pour nous Yunivers , c'est-à-dire , comme l'indique 
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Fétymologie, la multiplicité tendant à Funité. Newton , 
pour avoir découvert l'attraction, n'a pas vu plus d'unité 
dans l'univers, que les anciens, qui attachaient les pla- 
nètes à des cercles et les étoiles à un ciel de cristal ; et 
le géologue ne met pas plus d'unité dans les phéno- 
mènes de notre globe, que le Grec qui les expliquait 
uniformément par des dieux, des génies , des naïades , 
et des nymphes. 

Si donc l'induction nous guide dans nos découvertes, 
ce n'est pas que la nature soit disposée à dessein de la 
provoquer, c'est que l'intelligence tend vers l'unité , et 
elle poursuit cette unité , quel que soit l'ensemble des 
faits qu'elle considère. 

Reprenons la suite interrompue de nos déductions. 
Les lois se divisent en lois plus ou moins générales 
suivant qu'elles servent à rendre compte d'un phéno- 
mène plus ou moins général; et l'on dit d'un phéno- 
mène ou d'une loi (1) qu'il est plus général qu'un autre, 
quand celui-ci n'est que la traduction des différences 
de tous ceux qui rentrent dans le premier. La loi de 
Bode (en supposant qu'elle soit une loi dans le sens 
propre du mot), portant sur les distances relatives des 
planètes , est une loi moins générale que celle de l'at- 
traction, puisqu'elle s'applique seulement aux différences 
entre les mouvements des corps que le Soleil attire. 

Un phénomène, avons-nous dit encore, se décompose 
en phénomènes plus généraux ou explicables par un 
nombre moindre de lois. Un phénomène est dit simple 
ou irréductible quand il s'explique par une loi unique. 



(1) En commençant ce chapitre, nous avons dit que les lois 
n'étaient eUes-mômes que des phénomènes ; de là, cet emploi d'un 
terme pour l'autre. 
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Tout phénomène peut se résoudre en phénomènes sim- 
ples (1). Tel est le principe que nous mettons à la 
place de la seconde partie de l'axiome qui fait l'objet de 
notre étude actuelle. 

Nous voici amené à parler de Yhypothèse sdenti- 
fique. Cette décomposition du phénomène est toujours 
susceptible d'être poussée plus loin ; les phénomènes 
simples , comme les corps simples de la chimie, ne sont 
jamais que provisoires, en attendant les progrès ulté- 
rieurs de la science. Or, on donne le nom d'hypothèse à 
renoncé d'un phénomène considéré comme simple ou 
comme irréductible. C'est une proposition sur la nature 
du phénomène ; c'est une définition de. son essence ; 
comme, par exemple, les hypothèses suivantes : les corps 
matériels s'attirent, ou encore, sont des corps qui s'at- 
tirent en raison directe des masses et en raison inverse 
du carré des distances ; la lumière est produite par les 
vibrations de l'éther, etc. ; dont la première nous ap- 
prend en quoi consiste l'essence de la matière , la se- 
conde en quoi consiste l'essence de la lumière. L'hor- 
reur du vide comme la pesanteur de l'air, les épicycles 
comme l'attraction , l'émission comme les ondulations , 
l'atomisme comme le dynamisme sont autant d'hypo- 
thèses scientifiques. Quand on ramène toutes les lois 
chimiques à la constitution atomique des corps, de 
même que lorsqu'on ramène les phénomènes célestes à 
l'attraction , ne fait-on pas une hypothèse sur la nature 



( 1 ) C'est ainsi que la trajectoire d'un corps qui tombe perpendicu- 
lairement , phénomène très-compliqué en réalité , se ramène à trois 
phénomènes simples : le mouvement du corps en ligne droite si la 
terre était immobile dans Fcspace ; celui de la terre autour du soleil ; 
puis sa rotation sur elle-môme ( abstraction faite de l'air , etc.). 
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du phénomène simple de la combinaison ou du mou* 
vement d'un astre? 

On dit quelquefois, il est vrai, que l'hypothèse scienti- 
fique ne préjuge rien sur la nature intime du phénomène, 
qu'elle se borne à en énoncer le mode de production 
sous forme comparative, et que Texactitude exigerait: 
Les corps se conduisent comme sHls s'attiraient, et non , 
les corps s*attirent. Mais la seconde de ces propositions 
est , tout aussi bien que la première , une affirmation 
sur le mode d*agir des corps ; seulement dans celle-là, 
on ne parle de Tattraction que comme effet , sans faire 
allusion à la cause ; dans celle-ci , on la donne comme 
reffet d'une cause inconnue. Sous ce rapport , il est 
vrai, la seconde manière de parler est plus scientifique, 
en ce qu'elle laisse entrevoir la possibilité de ramener 
le phénomène de lattraction à un phénomène plus 
simple encore ( 1 ). 

II est clair par là que toute science a nécessairement 
une base hypothétique , qui est l'ensemble des lois 
simples ou phénomènes simples auxquels elle ramène 
les faits dont elle s'occupe. Nous verrons que les sciences 
mathématiques n'échappent pas à cette loi et qu'elles 
aussi ont besoin de véritables hypothèses , de postulats : 



( l ) Disons cependant que Ton réserve généralement le nom 
û!hypothèses aux énoncés des phénomènes les plus généraux , et 
que, tout au plus, on donne aux phénomènes moins généraux consi- 
dérés comme simples le nom ô! hypothèses secondaires. Mais les unes 
et les autres portent absolument le même caractère. Disons encore 
que, dans Fusage ordinaire, il ne suffit pas que le phénomène soit 
général pour qu'il porte ce nom , il faut qu'il ait servi de base à une 
théorie. Qui ne voit que la plupart des lois peuvent servir à ce but ? 
Ne pourrait-on pas , en partant de la loi de Mariette , construire une 
théorie des gaz , et alors quelle différence essentieUe y aurait-il 
entre cette loi et celle de Newton ? 
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toute figure a une grandeur et une forme; V espace a 
trois dimensions , etc. Les dimensions, la grandeur et 
la forme, voilà de quoi se compose tout corps géomé- 
trique , voilà à quoi on le réduit. Maintenant, que les 
hypothèsesdes mathématiques (arithmétique, géométrie, 
mécanique) soient plus évidentes, portent mieux le 
caractère de faits que celles de la physique, de la 
chimie, de la physiologie, cela dépend de la nalui^ de 
la science, de sa simplicité même : c*est ainsi qu*en 
physique , l'hypothèse de l'attraction est mieux établie 
que celle des ondulations , et celle-ci mieux que celle de 
Tatomisme ou du principe vital. Du reste, trinité de 
dimensions, attraction, éther, atome, principe vital, 
ce sont là tout autant de termes inexplicables , mysté- 
rieux , dont l'intuition seule nous permet de saisir le 
sens ou la portée ( 1 ). 

g 3. — DÉDUCTION DE L'oBJET DE LÀ OÉOMÉTRIB. 

L'abstraction au moyen de laquelle nous avons 
obtenu la science des corps inertes , nous allons la 
répéter de manière à simplifier au fur et à mesure 



( 1 ) Il ne peut être question ici d'une autre méthode qu'ont em- 
ployée Fourrier et Ampère, le premier dans la théorie de la chaleur, 
le second dans ceUe du magnétisme, et qui consiste & partir d'une 
formule plus ou moins probable, à fonctions et constantes indé- 
terminées, que quelques expériences bien choisies déterminent 
ensuite. En général , cette méthode est empirique dans l'établis- 
sement de son point de départ, et les résultats que Ton tire de la 
formule une fois obtenue, ne représentent jamais exactement le fait. 
Il n'y a pas explication des phénomènes ; on ne voit pas comment 
ils se produisent , mais seulement le calcul de leurs eflFets ; Thypo- 
thèse est algébrique , et ne fait pas image ; aussi ne peut-elle jamais 
arriver d'elle-même à Tétat de foit incontesté. 
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Faspect de l'univers , ou l'objet à étudier. On comprend 
dès lors que les propositions objectives portant sur la 
nature de cet objet , soient plus faciles à obtenir , et 
qu'elles aient été obtenues plus tôt ; que la solution des 
problèmes que Tesprit humain se propose devienne 
plus immédiate , l'expérience pour trouver les lois 
idéales plus aisée à établir, et les circonstances pertur- 
batrices plus facilement éliminables. 

Or , dans l'univers considéré comme inerte , l'espace 
et le temps reparaissent comme hétérogènes ; l'abstrac- 
tion première , comme toute abstraction , n'a pas été 
complète ; nous avons fait de l'espace et du temps des 
réceptacles indifférents ; les corps pouvaient y être ici 
ou là ; mais, pour autant que les corps sont les uns ici, 
les autres là , que leurs actions mutuelles se suivent de 
manière que l'une a lieu aujourd'hui et l'autre demain , 
qu'il y a, en un mot , variété dans la nature des êtres, 
l'espace comme ensemble de ceux-ci , le temps comme 
succession de leurs états, sont hétérogènes; cet uni- 
vers est l'objet des sciences physiques et chimiques. Mais 
si nous homogénéifions de nouveau l'espace et le temps, 
si nous faisons abstraction des différences des corps 
entre eux, pour n'y voir qu'une seule et même nature, 
nous aurons l'objet des sciences mathématiques; et les 
principes de celles-ci font naturellement partie des 
principes de celles-là ; de même que les lois chimiques 
et physiques de la nature brute sont au nombre des lois 
de la nature vivante. 

Comment nous apparaît maintenant l'univers après 
cette double abstraction ? C'est un ensemble de corps 
soumis à leurs actions et réactions réciproques; leurs 
différences consistent dans la somme d'actions qu'ils 
exercent; le temps et l'espace reparaissent comme non 
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homogènes, en ce que la position, les rapports des corps 
entre eux changent d'un instant à l'autre, d'un lieu 
à l'autre. La cause abstraite du mouvement ou du 
changement se nomme la foixe. En tant que l'on con- 
sidère les corps comme soumis à des actions de la 
part des autres corps et comme animés eux-mêmes de 
forces particulières , on fait de la mécanique. Dans la 
mécanique, le temps est devenu une quantité T , homo- 
gène, divisible, entrant dans les formules sous la 
forme d'une ligne, et dont l'hétérogénéité n'apparaît 
que dans les résultats , en ce que le mouvement, à un 
instant donné, est la résultante du mouvement qui pré- 
cède. Mais il n'en est pas moins vrai que dans l'étude 
du corps (d'une nature indifférente, ou considéré comme 
substratum et support de la force), même à l'état de 
mouvement, ce n'est pas le développement interne 
que l'on considère , mais on cherche à se représenter 
simultanément une succession externe de positions ,- 
comme lorsqu'on trace sur le papier l'orbite dune 
planète dans sa totalité. 

Supprimons maintenant les différences, les chan- 
gements et les mouvements qui proviennent de l'inéga- 
lité des forces , l'univers se réduit à un ensemble de 
figures. La science des figures est la géométrie. 

A quel titre reparaîtra l'hétérogénéité du temps et 
de l'espace? Parcourez de l'œil l'ensemble des objets 
qui composent l'univers géométrique, engendrez-le par 
le mouvement de votre rayon visuel , vous passez suc- 
cessivement d'un point à un autre , et les points suc- 
cessifs, les figures successives sur lesquelles se portent 
vos regards , sont différents d'aspect , de position , de 
propriétés (tels sont, par exemple, les différents points 
ou les différents arcs d'une ellipse), et par la suppres- 
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sioD de toute distinction entre les figures , il ne reste 
plus que des unités égales; l'univers devient nombre^ 
une collection d'unités. La science qui s'occupe des 
nombres est Y arithmétique. Dans l'arithmétique, la 
formation des nombres par l'addition successive d'une 
unité à celui qui précède , est le seul vestige qui sub- 
siste de l'hétérogénéité de l'espace et du temps ; les 
inégalités des nombres entre eux, leurs qualités in- 
times , leurs propriétés comme nombres premiers , 
nombres puissances , nombres parfaits , nombres poly- 
gones, etc. , sont les différences les plus simples que 
nous prissions voir entre les objets d'un univers numé- 
rique. Un pas de plus dans l'abstraction, et la science 
humaine se réduirait à la numération (d ). 

Ce n'est pas ici le lieu de discuter les principes de 
classification que d'autres ont émis. Nous dirons seule- 
ment que nous ne croyons pas à la possibilité de classer 
les sciences d'après les facultés de l'esprit humain 
ou d'après des catégories subjectives, ni même de 
trouver à priori l'objet des sciences que l'homme a 
inventées. Les grandes divisions que nous avons établies 
en nous fondant sur un principe unique, concordent 
avec celles que Ton regarde généralement comme les 
plus sûres; nous avons fait voir en quoi consiste la 
simplicité de l'objet d'une science , et quelle est l'opé- 
ration précise qui lui donne cette simplicité; il n'entre 
pas dans notre but de poursuivre cette division dans 



( i ) II est asses^ remarqoable de voir succéder au monda nombre 
des Pythagoriciens , le monde géométrique de Leueippe et de Démo* 
crite ; puis le mécanisme de Descartes ; puis le dynamisws physique 
et chimique de Leibnitz, des matérialistes et de Kant; nous avons 
eu ensuite le monde vivant , V organisme des panthéistes ; puis enfin 
^univers ^pensée de Schelling et de Hegel. 
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ÈeB divers embranchements; il nous suffit d'avoir 
déterminé l'objet de la géométrie, ou d'avoir déduit 
rationnellement — tout en opérant sur un fonds expé- 
rimental, l'univers — qu'il existe une science des 
figures. Comme la géométrie comprend plusieurs bran- 
ches , connues sous les noms de géométrie synthétique^ 
analytiqtie et descriptive y nous allons anticiper sur le 
livre suivant pour fixer en quelques lignes la place 
respective de chacune d'elles. 

Toute figure a une forme et une grandeur; quand on 
étudie la figure en elle-même^ ses relations de parties à 
parties, qu'on ramène^ en un mot, les questions de gran^- 
deors à des questions de formes , quand , par exemple» 
pour comparer deux triangles entre eux , on les trans* 
forme en carrés , on fait de la géométrie synthétique. Si, 
au contraire ^ les questions de formes sont ramenées à 
des questions de grandeurs , si , par exemple , la forme 
d'une figure est donnée par la longueur des coordonnées 
de chacun de ses points , il y a géométiie analytique. 
Enfin , dans la réunion des deux procédés consiste la 
géométrie descriptive ; ici la figure est donnée par la 
forme d'une de ses projections sur un plan , et par la 
distance de chacun de ses points à un autre plan ( 1 ). 
C'est la géométrie synthétique seule qui nous occupera 
dans cet ouvrage. 

Il nous reste à dire quelques mots de la définition 
de la géométrie. 



( 1 ) n efsf clair que nous tié potivoiis, en aussi peu de fliots, trtincher 
la différence èùtre ces trois méthodes, prises ici plutôt comme types 
Que comme réalités ; car il est assez difficile de dite : ici commence 
lât géométrie analytique , là elle finit. Cette distinction n'a, du reste, 
qu'une faible importance pour le but qtie nous «ous proposons dans 
ce travail* 
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La géométrie, dit-on communément, est la science des 
propriétés de V espace ou de rétendue. Cette déflnition 
manque de précision : la géométrie ne recherche pas 
les propriétés de l'espace ; elle les suppose. C'est à la 
métaphysique qu'il appartient d'établir l'existence de 
l'espace , sa nature , la manière dont se forme l'idée 
que nous en avons (1). 

Nous ne nous arrêterons pas non plus à cette défl- 
nition qui , s'appuyant sur les catégories , fait des ma- 
thématiques en général la science de la quantité. 
Qu'est-ce que la quantité d'un cercle? d'un nombre 
premier? Sans doute, on ramène assez facilement, dans 
beaucoup de cas , la différence qualitative des figures 
ou des nombres à une différence quantitative , mais on 
en peut dire autant de la plupart des différences; et 
M. Comte a raison d'avancer que le problème de la mé- 
decine se réduit à ceci : Étant donnée la composition 
du corps d'un malade , quelle quantité de nouveaux 
éléments faudrait-il y ajouter pour lui rendre la santé? 

M. Comte accepte la définition ordinaire de la science 
mathématique , à savoir que c'est la science des gran- 



( 1 ) « La plus ou moins grande extension de la limitation , que Ton 
nomme volume , et le nombre forment le concept de la quantité. Y 
ajoute-t-on la forme de la limitation, on a Tobjet des mathématiques. 
On dit ordinairement , il est vrai , que les mathématiques s'occupent 
de l'espace et du nombre ; mais en fait , elles ne s'occupent en 
aucune façon de la nature de l'espace ; ce fut toujours là l'objet de 
la métaphysique. » Gzolbe , Neue Darsiellung des Sermwlismus ,1,4. 
Cet auteur dit encore dans le même ouvrage , II, 11 : 
<f De ce que les mathématiques ne s'occupent pas de la nature de 
Tespace ( elles laissent cela à la métaphysique ) , je tiens plus exact 
de dire qu'elles s'occupent des limitations des corps , la grandeur et 
la forme, et des idées qui en sont dérivées. » 
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deurs , ou la science qui a pour but la mesure des gran- 
deurs. Seulement il la précise et l'approfondit , en 
montrant à quelle multitude de questions peut conduire 
la mesure d'une seule grandeur , même de la plus 
simple, la ligne droite. D'après lui, le but de la mathé^ 
matique est donc la mesure indirecte des grandeurs^ ou 
la détermination des grandeurs, les unes par les autres^ 
d'après les relations précises qui existent entre elles. 
Pour le même motif , il maintient la définition vulgaire 
de la géométrie , la science de l'étendue , ou qui a pour 
objet la mesure de retendue. 

Cette définition nous semble confondre en une seule 
science la géométrie et les sciences pratiques. A la ri- 
gueur toutes les sciences, les arts mêmes, l'astronomie, 
la chimie, la physique, l'arpentage, etc., seraient du res- 
sort de la mathématique , car les questions dont elles 
s'occupent, reviennent, en définitive, à des questions de 
grandeur ou de mesure de l'étendue. Aussi M. Chasles 
la repousse (d ), et en donne une nouvelle , qui est en 
partie la combinaison des deux premières : La géo- 
métrie, dit-il, a pour objet la mesure et les propriétés de 
rétendue figurée. Les propriétés résultent « des formes 
et des positions relatives des figures », et elles « com- 
prennent aussi des relations de grandeurs, mais qui 
sont, en général , simplement des relations de segments 
rectilignes ou d'angles, et qui n'exigent pas l'emploi du 
calcul infinitésimal. » Il fait remarquer, du reste, que la 

( 1 ) « On serait tenté de croire, dit-U, que cette définition nous vient 
de quelques arpenteurs romains , si elle ne remonte pas aux Égyp- 
tiens, qui, selon la tradition historique ou fabuleuse, auraient créé 
cette science pour retrouver l'étendue primitive de leurs terres après 
les inondations du Nil. » {Discours d'inauguration du cours de géo- 
métrie supérieure ). 
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répugnera sans doute à regarder comme des hypothèses 
analogues à celles des autres sciences , quoique plus 
simples, les affirmations premières de la géométrie. 
Nous allons passer en revue et discuter les trois argu- 
ments que Ton peut nous opposer. 

il. Si loin que remontent nos connaissances histo- 
riques, nous trouvons toujours en tête de la géométrie 
des axiomes semblables. Il ne paraît pas y avoir eu pour 
elle, succession d'hypothèses nouvelles à des hypo- 
thèses anciennes reconnues fausses. — Mais qui sait si 
autrefois , on n'a pas fondé les faits géométriques sur 
des principes qu'un homme de génie renversa ? Quand 
on croyait que les corps célestes se mouvaient en cercle, 
Aristote en trouvait la raison dans l'excellence et la 
perfection du mouvement circulaire; de même, si l'on 
avait remarqué le fait de la somme des trois angles du 
triangle égale à deux droits, ne peut-on pas avoir dit, 
par exemple : le triangle est la figure qui renferme le 
moindre nombre de côtés ; la somme de ses angles est 
donc le plus petit nombre possible de droits (1) ? 

Il ne suffit pas qu'un principe nous apparaisse comme 
évident pour qu'il ait toujours été connu : ainsi les 
principes de la dynamique : Vaction est égale à la réac- 
tion ; un corps persiste toujours dans le mouvement qu'on 
lui imprime; un corps soumis à une force unique se 
msut en ligne droite, n'ont été découverts que bien tard, 
et nous ne pouvons aujourd'hui nous rendre compte de 



( 1 ) Ou encore : le cercle est lu plus simple et la plus parfaite des 
figures , donc son rayon doit se porter six fois sur la circonférence , 
six étant le plus petit des nombres parfaits. — La métaphysique n'a 
que trop souvent employé des raisonnements de cette nature. — On 
sait qu'un nombre parfait est égal à la somme de ses facteurs : 
6 = 1 + 2 + 3 ; il est donc parfait. 
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ce retard. Cet argument prouve uniquement que les 
faits géométriques sont de nature à être plus tôt connus 
dans leur essence , et à ne pas admettre facilement deux 
explications ; de même que , lorsqu'il eut été bien établi 
que les corps célestes se meuvent dans des ellipses , ou 
dut admettre forcément , pour ainsi dire , Tattraction. 
D'ailleurs, il est de fait que les principes arithmétiques 
ont été connus plus anciennement encore, parce qu'ils 
sont, à leur tour, plus simples que ceux de la géométrie. 

B. Les principes de la géométrie sont évidents , au 
contraire des principes naturels , l'attraction , par 
exemple (argument de Whewell). — Qu'ils nous appa- 
raissent comme plus évidents que ceux de l'astronomie, 
nous l'avons prouvé ; mais qu'ils soient absolument 
évidents , c'est une erreur psychologique. Nous citions 
tantôt les principes de la dynamique: ne nous semblent- 
ils pas aujourd'hui porter un caractère d'évidence 
absolue ? Et pourtant les temps modernes en ont vu la 
naissance. Si , comme il est probable , l'attraction se 
confirme de plus en plus , n'arrivera-t-il pas un temps 
où ce principe apparaîtra , sinon comme évident en lui- 
même, du moins comme la conséquence d'un autre plus 
évident encore ? C'est à ce point que nous attachons 
désormais invinciblement à l'idée de corps , celle de 
pesant , ce que ne faisaient pas les anciens. Et il s'est 
même rencontré des philosophes pour soutenir Vaprio- 
rite et Y évidence des principes de la dynamique , et 
même de l'attraction. 

C. Y aurait-il possibilité , en partant d'hypothèses 
autres que les axiomes reconnus , de construire une 
science enchaînée , quoique fausse , comme il arrive 
dans les sciences dites naturelles ? — A cet argument 
force nous aurait été de répondre oui sans pouvoir 
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établir par le fait la justesse de notre réponse , s'il ne 
s'était pas trouvé quelqu'un qui s'est chargé de poser 
ce fait. Partant d'une idée qui avait été émise par 
Gauss , M. Lobatschewsky , recteur de l'université de 
Casan , a essayé de fonder une géométrie qu'il intitule 
imaginaire, dans la supposition que la somme des trois 
angles d'un triangle soit plus petite que deux droits. Il a 
développé ses idées dans une dissertation qu'on peut 
lire dans le journal de Crelle (1837 , page 295) ; mais 
l'auteur y renvoie à un ouvrage publié par lui cinq ans 
auparavant dans un journal de Casan, que nous n'avons 
pu nous procurer; il nous a été impossible ainsi déjuger, 
nous ne disons pas de la certitude de ses raisonnements 
qui semblent rigoureux , mais de la signification fonda- 
mentale de son hypothèse ( i ). Voici d'ailleurs les 
paroles de l'auteur en tête de sa dissertation : 

c< Après y (dans le journal de Casan) avoir développé 
une nouvelle théorie des parallèles, j'ai tâché de prouver 
que rien n'autorise, si ce ne sont les observations directes, 
de supposer dans un triangle rectiligne la somme des 
angles égale à deux angles droits , et que la géométrie 
n'en peut pas moins subsister, sinon dans la nature, du 
moins dans l'analyse, lorsque l'on admet l'hypothèse de 
la somme des angles moindre que la demi-circonférence 
du cercle. Dans les articles cités j'étais même parvenu, 
par des considérations toujours géométriques , et ne 
m'appuyant que sur cette nouvelle hypothèse, à donner 



( 1 ) Peut-être le triangle est-il projeté sur une surface particulière, 
ce qui expliquerait comment ses angles deviennent rigoureusement 
égaux à deux droits quand il est infiniment petit. Il est d'ailleurs 
facile de démontrer d'une façon tout élémentaire que , la somme 
des angles étant différente de deux droits, elle s'en rapproche quand 
le triangle diminue. 
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des équations fondamentales pour le rapport entre les 
côtés et les angles d'un triangle rectiligne. » 

Et parmi les résultats fondamentaux de ces recher- 
ches se trouve le suivant : 

c( Dans rhypothèse de la somme des angles d'un 
triangle moindre que deux droits, les équations (13) 
peuvent être substituées aux équations ordinaires (de 
la trigonométrie), sans mener à quelques résultats 
absurdes. » Un autre résultat, c'est que la somme des 
angles se rapproche de plus en plus d'être égale à deux 
droits, à mesure que le triangle diminue, et qu'elle est 
rigoureusement de deux angles droits quand le triangle 
a ses côtés inflniment petits (1). 



( 1 ) Nous nous proposons d'établir autre part qu'il est impossible 
de construire une science parfaitement enchaînée dun bout à Vautre , 
en l'appuyant sur des prémisses fausses quelconques. Avant d'avoir 
connaissance de l'ouvrage de M. Lobatschewsky, connaissance trop 
incomplète malheureusement, nous avions cru nécessaire de réfuter 
Topinion de Dugald Stewart par quelques faits : 

!•' Exemple. Si Ton admet que la somme des trois angles d'un 
triangle est plus grande ou plus petite que deux droits d'une quan- 
tité constante ^ , il suit immédiatement qu'elle est plus grande 
ou plus petite que deux droits d'une quantité 2^, 3^, 4d\ etc.; il 
G suffit pour cela de diviser le triangle ABC 

en deux autres par une droite arbitraire 
L X^ ^ C D ; la somme des angles des deux petits 

triangles est de quatre droits plus ou 
moins 2 o, et retranchant les deux angles droits au point D , il 
reste pour la somme des angles A , B , G , deux droits plus ou 

moins 2 ^. 

2* Exemple. Si Ton admet que d'un pomt, on puisse abaisser deux 
perpendiculaires sur une droite, par une rotation do ]& figure autour 
de Tune d'elles , on prouve qu'on en peut abaisser trois , quatre , et 
ainsi de suite à l'infini. 

3' Exemple. Si l'on admet qu'entre deux points , il peut y avoir 
deux lignes droites, on peut étabhr qu'il y en a une infinité; car 
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Les hypothèses admises, comment procéderons-nous 
à rédification de la science? Nous avons dit que cette 
méthode était Yexpérience. Le chimiste, qui possède 
sa liste des corps simples, les combine deux à deux, 
trois à trois , et attend les réactions qui vont en ré- 
sulter ; le géomètre , qui a des plans , des droites et 
des points, combinera, lui aussi, ses droites deux 
à deux , trois à trois , etc. ; il fera mouvoir un point à 
l'extrémité d'une droite pendant que l'autre extrémité 
passera par un autre point fixe, et il formera un cercle, 
etc. Puis, ces figures obtenues, il les mettra en pré- 
sence les unes des autres, il placera des angles dans un 
cercle, des perpendiculaires dans un triangle , et il 
regardera ce qui se passe (1). C'est là Yintuition de Kanl : 



entre deux quelconques des points de Tune des deux lignes droites 
on en peut aussi tirer deux, ce qui augmente indéfiniment le nombre 
des plus courts chemins. 

Il est inutile de multiplier les exemples. Cela prouve à l'évidence 
que toutes les prémisses fausses ne sont pas bonnes à fonder une 
science qui s'enchaîne; et que cette fausseté même est soumise à des 
règles qui en font une espèce de vérité. Ce serait un problème très- 
intéressant de rechercher ces règles. 

( i ) Théodore. Mais si vous trouvez que ce que vos yeux vous ont 
appris est trop facile , en voici un autre plus difficile. Je vous prouve 
que le carré de la diagonale d'un carré est double de celui des côtés. 
Ouvrez les yeux , c'est tout ce que je vous demande. Regardez la 
figure que je trace sur ce papier. Vos yeux , Ariste, ne vous disent- 
ils pas que tous ces triangles a, ft, c, rf, e, /", g^ h, i que je suppose, 
et que vous voyez avoir chacun un angle droit et deux lignes égales, 
sont égaux entre eux ? Or, vous voyez que le carré fait sur la diago- 
nale AB a quatre de ces triangles, et que les carrés faits sur les côtés 
n'en ont que deux. Donc le grand carré est double des autres. — 
Ariste, Oui, Théodore. Mais vous raisonnez. — Théodore, Je raisonne ! 
Je regarde, et je vois«ce que je vous dis. Je raisonne, si vous voulez, 
mais c'est sur le témoignage fidèle de mes sens. Ouvrez seulement 
les yeux , et regardez ce que je vous montre. Ce triangle d égal à e, 
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De la définition du triangle et de la définition de la 
bissectrice d'un angle, vous ne tirerez pas que les 
trois bissectrices des angles d'un triangle se coupent 
au même point ; il faut une construction. Le raison- 
nement, si raisonnement il y a, consiste toujours dans 
Ténuraération des parties de la figure : ceci est iin 
angle, cela une bissectrice, c'est-à-dire, une ligne 
équidistante des côtés, etc. De même, le chimiste se 
dit : j'ai mis là autant d'oxygène , le double d'hydro- 
gène; j'ai maintenant de l'eau, donc, etc. 

Mais, ne manquera-t-on pas de nous dire, votre expé- 
rience géométrique est de tout autre nature que les 
expériences des sciences naturelles : ici , il faut une 
précision minutieuse; là, au contraire, les figures les 
plus grossières suffisent. — Cette objection provient 
encore d'une erreur psychologique. Dans le principe , 
les constructions se font avec la plus grande exacti- 
tude , et ce n'est que peu à peu , et à mesure que nous 
voyons les résultats se vérifier , que nous prenons de 
plus en plus confiance en nos méthodes, et que nous 
laissons à l'imagination le soin de redresser les droites 
tortueuses, ou d'arrondir les cercles anguleux et aplatis. 
Ainsi le chimiste , après avoir établi , par des expé- 
riences multipliées, le rapport des volumes d'oxygène 
et d'hydrogène nécessaires pour former de l'eau, se 
contente plus tard, pour ses expériences démonstratives, 
d'un à peu près satisfaisant. De même encore , quand , 
par des essais répétés sur un grand nombre de corps , 



et e égal à 6; et de Tautre part, d égal à /; et /" égal à g. Donc le 
petit carré est égal à la moitié du grand. C'est la même chose de 
l'autre côté. Gela saute aux yeux, comme vous dites. 
Mallebranghe ; Cinquième entretien sur la métaphysique. 
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« 

il est devenu certain de l'objectivité de la loi des équi- 
valents , dans la suite de ses épreuves sur les autres 
Corps i il se départ de sa précision scientifique , et cor- 
rige par induction, ce que ses expériences peuvent 
avoir d'incomplet et d'inexact. En un mot^ la science^ 
géométrique ou physique ou chimique , idéalise le i^ujet 
de Tex péri mentat ion. 

On nous objectera encore que la conslmctiôii n'est 
pas toujours possible même idéalement; cô qui est le 
cas , par exemple , pour les aires hyperboliques qui sont 
entre elles comme les logarithmes des abscisses. Mais 
la démonstration de cette vérité est du ressort de l'al- 
gèbre et non plus de la géométrie synthétique, et 
l'expérience en est le principe ♦ quoiqu'elle ne soit pas 
de même nature en algèbre qu'en géométrie, et qu'elle y 
consiste essentiellement dans la comparaison pure et 
simple de deux grandeurs. 

Arrêtons-nous un instant ici. Je suppose que j'aie 
ramené la proposition que les trois angles (Tun Piiangle 
font deux droits k la comparaison de ces deux quantités, 
B+7et42. Or, l'égalité à vérifier, àsavoir : 5 + 7=^ 12, 
n'est possible que si je place 5 à côté de! , si je les 
ajoute^ si j'en fais une somme ; et voilà ob git l'opération 
expérimentale, voilà l'intuition, rendant possible te 
jugement synthétique, comme dit Kant(l). J'ai beau 
voir 5 et 7 séparément, je n'en tire pas qu'ils font 42 ; 
pour cela il faut que je les rapproche ; et cette opération 
n'est pas un raisonnement, mais une expérience. De 
même , j'aurai beau examiner l'hydrogène d'une cloche 

• 

( 1 ) Plusieurs auteurs, disposés à admettre ce que dit Kant sur les 
jugements de la géométrie , ne souscrivent pas à ce qu^il dit &ur 
ceux de l'arithmétique. Nous croyons ici renforcer les arguments 
apportés dans ta CrUique de la raison purci 
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et l'oxygène d'une autre cloche, je ne devinerai pas 
qu'ils sont ^susceptibles de former de l'eau, i) faut que 
je les combine. Or, cette possibilité de démontrer une 
vérité géométrique par une autre voie que la voie di- 
recte, que l'expérience directe (toujours idéale), n'est 
pas propre à la géométrie , comme le croiraient quel- 
ques-uns. Est-ce qu'on voit directement que les corps 
s'attirent? Est-ce qu'on mesure directement la longueur 
de l'ondulation d'une molécule lumineuse? Est-ce qu'on 
détermine directement l'équivalent du fluor? Est-ce di- 
rectement même qu'on se fait une idée du travail qui 
8*opère dans une combinaison? Non, et, comme nous 
l'avons établi dans notre dérivation des sciences , ces 
mesures indirectes sont possibles par cela précisément 
que les principes des sciences les plus simples, sont au 
nombre de ceux des plus compliquées; et comme toutes 
les vérités se tiennent, qu'elles forment un réseau dont 
chaque maille est nécessaire à l'existence de toutes les 
autres^ la connaissance directe de l'une rend possible 
la connaissance indirecte de Tautre* Nous ne voulons 
donc pas dire qu'il n'y a que l'expérience géométrique 
qui puisse établir les vérités géométriques. 

Que ceux enfin qui, malgré ce qui précède, refu- 
seraient de reconnaître une méthode expérimentale {i) 
dans les démonstrations géométriques , comparent la 
manière dont on établit ces deux vérités : la terre est 
ronde f et la figure où les angles sont proportionnels 
aux arcs est un cercle. 

Dans le premier cas , l'observateur se promène le 
long d'un méridien en fixant une étoile , et remarque 



^bii— fc^M*^i—^l* fc i^^lll 



(1) Voir, dans le livre snivant, la citatron d'un passage de M. Chasïes 
sur ranalyse et la synthèse , où ce terme est aussi «nplayè. 
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que Télévation de l'étoile augmente proportionnellement 
au chemin qu'il décrit en avançant vers le pôle. C'est 
bien là une expérience ; mais n'est-ce pas aussi le 
même raisonnement que Ion fait pour établir que la 
ligure qui jouit de la propriété énoncée est un cercle? 
Ne montrerai-je pas ici qu'à mesure que je m'éloigne 
d'un point fixe sur une circonférence , l'arc décrit est 
proportionnel à l'angle que fait le rayon passant par ce 
point fixe, avec celui qui passe par le point où je suis ? 

La science est maintenant édifiée : quel est le fonde- 
ment de notre certitude à son égard ? La question est 
double. Si l'on veut demander par là le fondement de 
la certitude subjective , du caractère apodictique des 
résultats de la science , nous répondons que c'est 
l'abstraction première qui a servi de point de départ , 
abstraction qui emporte avec elle l'universalité des 
résultats qu'on mettra au jour. Si , au contraire , on 
entend par là la certitude objective, la certitude de la 
vérité de la science , cette certitude ne peut reposer 
que sur la vérification, la comparaison des phénomènes 
idéaux avec les phénomènes réels , les observations 
directes , comme dit M. Lobatschewsky. S'il n'y a pas 
concordance essentielle , et si le système est bien 
construit , le système est faux de la base au sommet. 
Nous disons donc avec Mill qu'on suppose qu'il y ait des 
choses qui correspondent aux objets de nos idées; mais 
nous ajoutons , et c'est le cas pour la géométrie, que 
des objets correspondent à nos idées, quand les pré- 
misses de la science sont elles-mêmes des objets , 
qu'elles sont tirées des choses, et non arbitraires. 

Il nous reste à examiner, en quelques mots , le fon- 
dement que M. Ucberweg et d'autres donnent à la cer- 
titude mathématique. 
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Pour ce qui regarde la certitude subjective de Tuni- 
versalité des propositions géométriques, voici la théorie 
du premier : quand un corps se meut, dit-il, ce qui 
change c'est le lieu. Comme différents lieux peuvent 
être occupés par le même corps sans que nous voyions 
qu'il en soit altéré , les lieux nous apparaissent hotno- 
gf^wes, et l'ensemble des lieux homogènes est ce que nous 
nommons espace. D'où cette conséquence : ce qui est 
démontré vrai ici , est vrai là . 

Mais cette conviction sur Thomogénéité de l'espace 
est empirique; proprement , le vrai là est tout subjectif; 
pour qu'il fût objectif, il faudrait que l'espace fût là de 
même nature qu'ici , et ce ne peut jamais être qu'une 
induction plus ou moins fondée , par exemple , sur ce 
qu'il nous semble que, môme autour de Jupiter, les 
satellites se meuvent dans un espace homogène. 

Quant à la certitude objective , les auteurs dont nous 
parlons en placent le fondement , les prémisses étant 
hypothétiquement admises , dans l'accord des consé- 
quences entre elles, et avec les données de l'expérience 
quand la construction est possible. 

Sur ce dernier point nous nous trouvons parfaitement 
de leur avis (4 ). Mais quant à la première partie de leur 
réponse , nous avons , en plusieurs endroits , montré 
l'erreur qui s'y trouve. 

D'où est tiré ce principe, que quand les conséquences 



( 1 ) Seulement , il ne faut pas confondre ce qu'ils entendent par 
expérience, c'est-à-dire, la vérification au moyen de constructions 
réelles , avec notre expérience idéale à nous, c'est-à-dire, la combi- 
naison arbitraire de certaines données. L'expérience idéale, en tant 
qu'elle découle des prémisses , est \raie et sûre ; mais les construc- 
tions réelles peuvent seules donner une vérité objective aux lois 
idéales que je découvre. 

6 
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sont d'accord entre elles, les prémisses sont vraies? 
La déduction rigoureuse d'un système ne prouve rien 
quant à la vérité des prémisses. L'astronomie de 
IHolémée et celle de Tycho-Brahé , la géométrie ima- 
ginaire de Lobalschewsky , des parties entières de la 
physique mathématique , telles que la théorie du ma* 
gnétisme d Ampère , sont là pour infirmer la valeur 
absolue de ce critérium. 



LIVRE IL 



PRIHCIPES PURS DE LA GÉOMÉTRIE. 



En géométrie , comme dans toute science , il faut 
distinguer deux choses : le fond et la forme ; les vérités 
et la manière dont elles sont enchaînées ; le système et 
la méthode. 

La forme se ramène à un nombre déterminé de prin- 
cipes logiques, ne donnant aucune connaissance réelle; 
le fond , à certaines vérités premières , objectives , 
point d'appui de la science. Les premiers sont les 
axiomes de la géométrie; les secondes, ses postulats 
ou hypothèses. 

La géométrie, comme géométrie, n'a à s'occuper ni 
de sa méthode — c'est la lâche de la logique — ni de 
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ses prémisses — c'est la philosophie qui les lui donne. 
C'est pourquoi nous intitulons ce livre : Principes pur$ 
de la géométrie , entendant par là les principes , 
abstraction faite de tout contenu autre que l'objet 
général de la science. Nous le divisons en deux 
chapitres : 

I. Logique et méthodologie spéciales de la géométrie ; 

II. Des hypothèses fondamentales, ou des postulats 
de la géométrie. 



CHAPITRE P^ 



LOGIQUE ET MÉTHODOLOGIE SPÉCIALES DE LA GÉOMÉTRIE. 

Ce chapitre se divise en trois paragraphes : dans le 
premier , nous donnons les règles du raisonnement au 
point de vue spécial de la géométrie ; dans le second , 
nous nous occupons de la systématisation de la science ; 
le troisième enfin est consacré à la recherche d'un cri- 
térium formel de certitude. 

g 1. — DE LA FORME DES RAISONNEMENTS EN GÉOMÉTRIE. 

SyUogîsme par tubttîtutîon. 

Les lois du raisonnement géométrique sont , comme 
on sait , celles du syllogisme par substitution , que 
résume la proposition suivante : 

Deux quantités égales à une même troisième sont 
égales entre elles. 

Proposition synthétique, forme pure de la synthèse, 
car elle me permet d'ajouter à A l'attribut G , quand je 
lui connais l'attribut B et que je sais que B possède 
l'attribut G. 

La plupart des axiomes d'Euclide ne sont que des 
cas particuliers de celui-là ; ainsi , par exemple : Quand 
de deux quantités égales on retranche des quantités 
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égalefi, les restes ^sont éijau.T, et toutes les transfor- 
mations logiques de cette proposition. 

Cet axiome est, disons-nous, la forme pure du rai- 
sonnement géométrique ; il ne peut donc servir à établir 
des vérités particulières, comme on a l'air de le croire 
généralement. Quand j'ai les deux équations A = B et 
B = C, ce n'est pas en vertu de V axiome que j'en tire 
A =s e , car l'axiome n'est pas en lui-môme plus évi- 
dent que le cas particulier auquel il s'applique. Car- 
néades qui nie que A = C , nie à plus forte raison 
l'axiome (1). 

Des réciproques et des inverses. 

Les réciproques et les inverses ne sont que des appli- 
cations particulières des règles de la conversion et de 
la contraposition des jugements (2 V On les confond 
souvent les unes avec les autres et avec les démonstra- 
tions par l'absurde. Étant données une proposition et sa 
conséquence, la réciproque consiste à prouver que, la 
proposition n'existant pas, la conséquence n'existe pas; 
l'inverse , à prouver que , la conséquence existant , là 
proposition principale existe. Si je dis, par exemple : 
Quand le soleil donne sur la pierre, celle-ci s'échauffe ; 
la réciproque serait : Quand le soleil ne donne pas sur 
la pierre, celle-ci ne s'échauffe pas; et l'inverse : Quand 
une pierre s'échaqffe, c'est que le soleil donne dessus. 



( 1 ) Bayle. Dictionnaire historique ; article Carnéades , C. 

(2 ) Les théorèmes que nou9 allons exposer, se trouvant en partie 
dans un ouvrage de Hauber, publié en 1829 ; Drobisch les cite dans 
sa logique, sans les faire servir au même objet que nous, et sans leur 
donner la même extension. 
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Enfin, il y a encore la réciproque de Tinverse ou l'in- 
verse de la réciproque, qui découle toujours logique- 
ment de la première affirmation, et qui est : Quand une 
pierre ne s'échauffe pas , c'est que le soleil ne donne 
pas dessus. 

Quant aux démonstrations par Tabsurde , elles sont 
en général composées de trois membres disjonctifs , 
par exemple : A est égal à B , car il n'est ni plus grand 
ni plus petit que B. La réciproque consiste simplement 
ù montrer que A n'est pas inégal à B. Mais qui ne voit 
que, dans ce cas , la réciproque n'est possible que par 
l'absurde? Quelques auteurs, emportés par un zèle 
inconsidéré, ont rejeté les démonstrations par l'absurde, 
sous prétexte qu'elles démontraient, non la vérité, 
mais la fausseté de l'erreur. Il n'est cependant pas rai- 
sonnable de vouloir priver l'esprit humain d'un de ses 
modes les plus puissants de démonstration. 

Nous ne donnerons les théorèmes généraux que pour 
les inverses et les réciproques, laissant au lecteur le 
soin d'étendre cette théorie aux démonstrations par' 
l'absurde. 

Prémmes. On suppose que S ne puisse être que 
a ou b ; et que S' ne puisse être que a' ou b\ 

I. Théoriî:me. Si, quand S = a, on a toujours S' =p a\ 
et réciproquement , si , quand S sxs b, on a toujours 

Alors inversement , quand S' ■= a', on a toujours 
& :ss a,et réciproquement , quand S' =» b\ on a toujours 
&=b. 

Démonstration. Car si, quand S' = û', onavaitS = fc, 
l'hypothèse donnerait S' =^ V et non S' = a'. De même, 
si, quand S'— t', on avait S == a, en vertu de l'hypo- 
thèse , on aurait S' =ç=^ a' et non S' =^ b'. 
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et inversement , si, quand S^ ^=^a' y on a toujours S = a ; 
Alors réciproquemenit, quand S=&, on a toujours S'=»6', 
et inversement, quand S' = ft', on a toujours S == fc. 

Démonstration. Si, quand S=fc, S' était égal, non à b\ 
mais à a', dans ce cas, en vertu de l'hypothèse, 
S serait égal à a et non à 6. De même , si quand S'= V, 
S était égal à a et non à fc , en vertu de l'hypothèse , 
S' serait égal à a' et non à ft'. 

III. Théorème. Si, quand S' == a\ on a toujours S = a, 
et réciproquement , si, quand S' = V, on a toujours 

Alors inversement, quand S =a, on a toujours S'=a^ 
et réciproquement , quand S^^b, on a toujours S' = b\ 

IV. Théorème, Si, quand S = b, on a toujours S' = b\ 
et inversement; si, quand S' = b' , on a toujours S = b; 

Alors réciproquement , quand S = a , on a toujours 
S' = a' , et inversement, quand S\= a', on a toujours 
S = a. 

La démonstration de ces deux théorèmes est la même 
que celle des précédentes. 

En résumé, la prémisse peut donner matière à quatre 
propositions : 

4. Quand S = a, on a S' = a'; proposition que nous 
nommerons principale. 

2. Quand S = ^, on a S' = &'; réciproque. 

3. Quand S' = a', on a S == a ; inverse. 

4. Quand S' = fc' on a S = fc; inverse de la réciproque, 
ou réciproque de V inverse. 

Ces quatre propositions sont vraies à la fois, si la 
première et la seconde le sont , ou bien , la troisième 
et la quatrième; ou bien, la première et la troisième, 
ou encore , la seconde et la quatrième. 
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Et pour ne plus y revenir, faisons remarquer que la 
réciproque de Tinverse ou la quatrième proposition, 
découle toujours logiquement de la proposition princi- 
pale, de la première, sans qu'il y ait besoin de donner 
une démonstration ; de même , la première découle 
de la quatrième , la troisième de la seconde , et la se- 
conde de la troisième ; en d'autres termes , les couples 
d et 4 , 4 et d , 2 et 3 , 3 et 2 , sont indivisibles ; 
Tune des propositions de chacun de ces couples entraîne 
nécessairement Tautre. 

Il suit de là que toute proposition donne en général 
lieu à quatre théorèmes, et que, Tun deux étant dé- 
montré, on a deux moyens d'en démontrer Yinverse ou 
la réciproque, et c'est de démontrer Tune ou l'autre 
indifféremment. 

Appliquons ces principes à un exemple pris dans les 
triangles isocèles. 

Prémisses. S est a onb; traduction : les angles à la 
base sont égaux ou inégaux ; S' est a' ou b'; traduction : 
les côtés opposés à ces angles sont égaux ou inégaux. 

De là quatre théorèmes à démontrer : 

1 . Quand les angles sont égaux , les côtés le sont. 

2. Quand les angles sont inégaux , les côtés le sont 
aussi (réciproque). 

3. Quand les côtés sont égaux, les angles le sont 
aussi (inverse). 

4. Quand les côtés sont inégaux , les angles le sont 
aussi. 

On peut donc choisir indifféremment l'un des quatre 
couples, 1 et 2, 1 et 3, 3 et 4, 2 et 4; ils sont exac- 
tement sur le même rang, ont la même valeur, l'un 
n'est pas plus à rejeter que l'autre. 
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Du paradoxe géométrîqae 

C'est ici le lieu de parler d'une difficulté logique qui 
n'a pas encore été signalée , que nous sachions , 
et dont la solution nous sera plus tard d'une grande 
importance, entre autres dans la théorie des figures 
semblables. Procédons par un exemple : 

Le cercle est une figure que trois de ses points 
déterminent ; en d'autres termes : par trois points on ne 
peut faire passer qu'un cercle ; ou bien encore : étant 
donné un triangle , le cercle circonscrit est détermine ; 
propriété qu'énonce le théorème suivant : Quand les 
triangles sont égaux , les cercles circonscrits le sont 
aussi. Nous savons que de cette proposition nous 
pouvons déduire logiquement la réciproque de l'inverse, 
à savoir : Si les cercles sont inégaux, les triangles inscrits 
le sont nécessairement aussi. Mais comment se fait-il 
que l'iftverse et la réciproque soient fausses ; qu'il ne 
nous soit pas permis de dire : Quand les cercles sont 
égaux , les triangles inscrits le sont ; et , quand les 
triangles sont inégaux , les cercles circonscrits le sont 
aussi"? C'est que Ton a affaire ici non à un cercle simple, 
mais à une figure composée d'un cercle et d'un triangle 
inscrit , ou encore à un cercle avec des points déter- 
minés , ressortant sur sa circonférence. A ce titre on 

peut dire que les cercles 



A B C et abc, en tant que 

cercles , sont égaux , sans 

qu'on en puisse dire autant 

'(T ^---r^ jgg figures formées de ces 

mêmes cercles et de trois points disposés sur l'un 

autrement que sur l'autre. 
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g 2. — DE LA MÉTHODE EN GÉOMÉTRIE. 

La systématisation d'une science quelconque , bola- 
nique, zoologie, physique, géométrie, comprend trois 
opérations : la description ou définition des phénomènes 
dont elle s occupe ; leur classification ou la division de 
lobjet général ; enfin , leur enchaînement ou , leur 
démûnsttation. Si ion réfléchit au rapport intime de 
ces trois opérations , on voit qu'en réalité olle.^ n en 
forment qu une, que Tune d'elles bien faite entraîne les 
deux autres , qu'elle est toutes les trois à la fois. La 
description de Tobjet, plante, animal, météore, ne ^era 
complète et exacte que lorsque sa place , dans Ten- 
semble des autres êtres vivants ou des autres phéno- 
mènes naturels, sera précisée ; car on doit la comparer 
avec tous ceu^-ci pour bien déterminer , bien saisir la 
valeur des caractères qu'on lui découvre, et môme pour 
les découvrir; et la classification ellQ-mêm^, si elle est 
naturelle , si elle se base sur les caractères essentiels , 
non^seulement complète la définition , mais n est même 
que la traduction de la loi qui préside à renchainement 
des phénomènes , c'est la démonstration établie par le 
fait I et devenue un objet de rintujtioq. 

Telle serait la science dans son idéalité. Celle science 
idéale , type éternel de la science humaine , on peut en 
dessiner les contours, en dresser le plan, el elle ser- 
vira de mesure pour juger du point où la nôtre est 
arrivée. Ce sont les conditions de la géométrie idéale 
que nous allons établir dans ce qui va suivre. 

Première opération Description des objets, définhion. 

La description prend en géométrie le nom de 
définition ; mais elle reste une véritable description 
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dans le sens étymologique. Pour nous donner une 
idée claire de la figure , elle doit nous la faire voir , 
ou nous donner les moyens de la tracer ; elle doit être 
génétique. Remarquons toutefois, pour compléter et 
préciser ce que nous avons dit plus haut, qu'il ne suffit 
pas de la simple vue de la figure tracée , dessinée ; car 
ridée que nous nous en ferions d'après cette vue pour- 
rait être fausse : une ellipse d'une faible excentricité 
ressemble très-bien à un cercle. Pour en saisir les 
caractères spécifiques, il faut savoir comment elle a 
été engendrée ; et lorsque nous sommes en présence 
d'une figure naturelle , notre premier et unique souci , 
c'est , en général , d'en rechercher l'essence , le mode 
de génération , ou de la ramener à l'une de ces figures 
idéales qui nous sont connues parfaitement. 

La définition ne doit être ni négative, ni circulaire , 
ni surabondante. 

Nous entendons par définition négative, celle qui 
nous permettrait de distinguer l'objet défini , de ne pas 
le confondre avec d'autres , mais sans donner le moyen 
de nous le représenter. Telle est la définition ordinaire 
de la droite : La ligne droite est le plus court chemin 
entre deux points. En effet, si entre deux points on 
trace toutes les lignes imaginables, supposé même qu'il 
ne soit pas absolument impossible de parvenir à distin* 
guer la plus courte, on ne saura pas davantage, deux 
points étant donnés , les joindre par une ligne droite. 

Cette même définition est circulaire (1), mais ce 
défaut apparaît avec plus d'évidence dans la suivante : 
La ligne droite est une ligne de direction constante. Car 
pour distinguer, entre difflérentes lignes, celle de direc- 

^mm^i^^ » ^ ^ I Ml I I I —^^^ III. M M — —*»^i« ! « ■■■■ iMi. IM^«M III ^^■^^»^WW»W— ^— ^S^— i*— I I ■ I I !■ I— I^^W» «M» 

(1) Voir le livre suivant. 



- 95 - 

lion constante, il faut avoir déjà iine direction constante, 
c est-à-dire une droite : la définition implique le défini. 
Gomme exemple de définition surabondante, nous 
pouvons donner celle des triangles semblables : Ce 
sont des triangles dont les angles sont égaux chacun à 
chacun et dont les côtés homologues sont en proportion. 
On sait que deux triangles équiangles ont leurs côtés 
proportionnels et réciproquement; et que cette der- 
nière proposition fait même l'objet d'un théorème. Les 
définitions surabondantes exigent ainsi des théorèmes 
pour en relier les différentes parties (i). 

Deuxième opération. Glastîfication des figures (2). 

Glassifier les figures, c'est montrer comment les 
figures se suivent, comment elles s'engendrent Tune 

( 1 ) Nous nous trouvons ici en opposition avec la plupart des 
logiciens : « La définition suivante, dit M. Ueberweg (Syst. de Log. , 
page 132), pourrait être abondante : Les parallèles sont des lignes 
droites de direction semblable et qui restent partout à égale distance 
Vune de Vautre, Mais cette abondance n'est qu'apparente , si, dans la 
définition des triangles rectilignes semblables, on a compris Tégalité 
des angles ainsi que la proportionnalité des côtés. » Quand même cette 
dernière condition emporterait la justesse de la définition des paral- 
lèles , ceUe-ci n'en pécherait pas moins au point de vue esthétique , 
puisqu'eUe ne devient claire que grâce à une explication antérieure 
ou subséquente. 

Les définitions de la géométrie analytique satisfont toujours à ces 
règles : Téquation d'une figure fournit les moyens d'en construire 
tous les points. 

( 2 ) Nous développerons autre part l'analogie frappante qu'il y a 
entre notre classification des figures géométriques et les classifica- 
tions réellement naturelles des autres sciences. Nous n'avons pas 
insisté sur ce point pour ne pas être forcé d'enclaver une théorie 
nouvelle du genre et de Tespèce, ahisi que de leurs caractères 
essentiels y dans un travail spécial sur la géométrie. D'ailleurs la 
classification que nous donnons ici est à peu près celle de la géo- 
métrie analytique. 
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lautrejes ranger enliu d'après un principe, en espèces, 
genres, familles, etc. (I). Quel est ce principe? La ré- 
ponse est uniforme dans toutes les sciences : il faut 
procéder du simple au composé. Mais, pour beaucoup 
d'entre elles, la difficulté est de reconnaître ce qui est 
simple et ce qui est composé. 

La Qgure est donnée par son mode de génération. 
Elle est donc plus ou moins composée, suivant le plus 
ou moins grand nombre de ses éléments généra- 
teurs (2). 

Appliquons ceci à la classification des lignes. 

L'élément d'une ligne est Tensemble de deux points 
consécutifs : 

La ligne droite est déterminée par la position du 
premier élément. Le cercle ne le sera que par la posi- 
tion de l'élément suivant; en posant le troisième élé- 
ment à l'égard du second, comme celui-ci Test à l'égard 
du premier, on continuera à tracer le cercle. Mais la 
position de ce troisième élément étant différente, on 
commence le tracé de la parabole , et pour continuer à 
la décrire, il suffit de placer l'élément suivant par rap- 



( 1 ) Ici encore la géométrie analytique , mais pour les courbes 
algébriques seulement , nous fournit un admirable exemple de 
classiû^tation , et de génération de toutes les figures possibles ; le 
degré de l'équation donne la famille ; le genre résulte de certaines 
conditions, telles que le signe de B*— 4 AC dans les équations du 
2* degré ; puis la variation des paramètres donne les espèces et les 
individus. Dans un ordre plus élevé , la classification de Monge , 
fondée sur les rayons de courbure , est un modèle de classification 
philosophique; et, pour le dire en passant , elle est basée exclu- 
sivement sur la forme et sur la différence de trois mesures pour 
apprécier les formes. 

( 2 ) Voir, à la lin du chapitre suivant, co que nous disons sur les 
éléments. 
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port au second et au troisièuie, comme celui-ci lest 
par rapport au premier et au secoud (1). Après la 
parabole viennent les lignes déterminées par quatre 
éléments ; Tellipse et Tliyperbole , et ainsi de suite- 
Telle est la classilication des courbes élémentaires 
qui sont proprement du domaine de la géométrie 
synthétique* Nous ne nous occupons pas de la clas- 
silication des courbes transcendantes , qui ne sont 
données que par un élément fini. Les courbes dans l'es- 
pace se classent d après des principes analogues , ainsi 
que les surfaces. 

Nous n'avons considéré jusqu'ici que les figures 
simples ou élémentaires; il nous reste à classer ]e& 
figures composées. Nous entendons par là , toute figure 
formée de deux autres. Nous disons deux autres et non 
plusieurs autres» parce que du moment où l'on sait 
composer deux figures, on en sait composer trois > 
quatre, etc. (2), une figure composée de trois figures» 



i I ni n'est pas toujourâ facile actueUeitient de trouver par lu géo- 
métrie synthétique la loi qui a présidé à ces positions consécutives ; 
la géométrie analytique et le calcul différentiel jouissent, sous ce 
rapport, de plus de ressources; mais qu'on n'oublie pas que nous 
conâtruisoils ici une géométrie Idéale, que la géométrie humaine 
doit cherchei* à réaliser. La géométrie analyUque ellc*-môme n'est- 
elle pas déjà impuissante à l'égard des courbes du 5% i't iiièiue du 4* 
et du 3* degré , par suite de Tétat imparfait de l'algèbre qui ne sait 
pas résoudre, en général, les équations d'un degi'é supérieui' au 4*? 
le calcul différentiel n'esfe-il pas entravé par les difficultés, jusqu'ici 
insurmontées, qu'offre le calcul intégral? 

( 2 ) C'est ainsi que l'on doit dire : l'addiLion est une opération qui 
consiste à réunir deux ( et non plusieurs ) nombres en un seul. On 
uù réunit jtumaLis phtsieurs nombres à la fois en un seul ; on commence 
par en i-éunlr deu^; puis la somme de ces d<^ux-ci avec le troisième; 
puis cette nouvelle somme avec le quatrième , et ainsi do suite. 
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pouvant être regardée comme composée d'uno figure 
simple et d'une figure composée. 

Cela établi , rien ne nous empêche plus d'employer les 
expressions de figures composées de trois , de quatre , 
de cinq figures simples. 

Les lignes courbes étant infiniment plus compli- 
quées que la ligne droite — ce qui se voit par la géné- 
ration d'une ligne courbe quelconque , même du cercle, 
que l'on est porté naturellement à regarder comme un 
polygone d'un nombre infini de côtés — avant d'étudier 
les lignes courbes , on étudiera les figures composées 
de lignes droites ; celles composées de deux droites , 
puis celles de trois, de quatre, etc. , droites; puis on 
passera au cercle , aux figures composées du cercle et 
d'une droite; du cercle et de deux droites, etc., puis 
de deux cercles, de deux cercles et d'une droite, etc. , 
puis de trois cercles , etc. Après cela viendrait l'étude 
de la parabole, etc. Il est inutile, pensons-nous, de 
continuer cette énumération. 

Notre classification des figures est donc achevée, 
el d'après un principe clair et simple , qui a une grande 
analogie avec celui de la chimie inorganique dont nous 
avons parlé plus haut. 

De ce qui précède il résulte que la place des figures est 
déterminée d'avance dans la géométrie idéale. Ainsi, il 
ne sera pas permis , à moins de s'écarter de cet idéal , 
d'étudier une figure avant une autre, si la classification 
en a décidé autrement. On le fait quelquefois par né- 
cessité , par ignorance , mais on doit l'éviter. 

Ce n'était pas l'opinion de Montucla : 

« Le reproche de désordre fait à Euclide , dit-il , 
m'oblige à quelques réflexions sur l'ordre prétendu 
qu'affectent nos auteurs modernes d'éléments , et sur 
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les inconvénients qui en sont la suite. Peut-on regarder 
comme un véritable ordre , celui qui oblige à violer la 
condition la plus essentielle à un raisonnement géomé- 
trique , je veux dire , cette rigueur de démonstration , 
seule capable de forcer un esprit disposé à ne se rendre 

qu'à l'évidence métaphysique? Il y a même , à 

mon avis , une sorte de puérilité dans cette affectation 
de ne point parler d'un genre de grandeur, des triangles, 
par exemple, avant que d'avoir traité au long des lignes 
et des angles : car pour peu que , s'astreignant à cet 
ordre , on veuille observer la rigueur géométrique , il 
faut faire les mêmes frais de démonstration, que si l'on 
eût commencé par ce genre d'étendue plus composé, et 
d'ailleurs si simple, qu'il n'exige pas qu'on s'y élève par 
degrés. J'ose aller plus loin , et je ne crains point de 
dire que cet ordre affecté va à rétrécir l'esprit , et à 
l'accoutumer à une marche contraire à celle du génie 
des découvertes. C'est déduire laborieusement plusieurs 
vérités particulières, tandis qu'il n'était pas plus difficile 
d'embrasser tout d'un coup le tronc dont elles n'étaient 
que les branches. Que sont, en efïet, la plupart de ces 
propositions sur les perpendiculaires et les obliques , 
qui remplissent plusieurs sections des ouvrages dont 
on parle , sinon autant de conséquences fort simples 
de la propriété du triangle isocèle ? Il était bien plus 
lumineux et même plus court, de commencer à démon- 
trer cette propriété , et d'en déduire ensuite toutes ces 
autres propositions. » 

Montucla aurait raison s'il était démontré que la 
rigueur ne peut pas marcher de front avec l'ordre ; or 
nous croyons avoir établi cette possibilité sur des prin- 
cipes philosophiques. On pourrait même se demander 
si les défauts de rigueur qu'on remarque dans Euclide, 
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comme dans les autres géomètres, ne proviennent pas 
de ce qu'ils n'ont pas suivi Tordre véritable. Quant à 
appeler cet ordre une puérilité, c'est, à notre avis, une 
exagération , et nous n'en voulons d'autre preuve que 
les efforts de Legendre pour le conserver. Qu'on nous 
permette d'ailleurs d'opposer à ce passage de Montucla 
quelques lignes de la Logique de Port Royal , remar- 
quables de critique et de bon sens : 

» N'avoir aucun soin du vrai ordre de la nature , 
c'est le plus grand défaut des géomètres. Ils se 
sont imaginés qu'il n'y avait presqu'aucun ordre à garder, 
sinon que les premières propositions pussent servir 
à démontrer les suivantes 

» Il y a des géomètres qui croient avoir justifié ces 
défauts , en disant qu'ils ne se mettent pas en peine de 
cela; qu'il leur suffit de ne rien dire qu'ils ne prouvent 
d'une manière convaincante; et qu'ils sont par là assurés 
d'avoir trouvé la vérité, qui est leur unique but. 

» On avoue aussi que ces défauts ne sont pas si consi- 
dérables, qu'on ne soit obligé de reconnaître, que de 
toutes les sciences humaines il n'y en a point qui aient 
été mieux traitées , que celles qui sont comprises sous 
le nom général de mathématiques; mais on prétend seu- 
lement qu'on y pourrait encore ajouter quelque chose 
qui les rendrait plus parfaites , et que quoique la prin- 
cipale chose qu'ils aient dû y considérer, est de ne rien 
avancer que de véritable , il aurait été néanmoins à sou- 
haiter qu'ils eussent eu plus d'attention à la manière la 
plus naturelle de faire entrer la vérité dans l'esprit... 

» J'avoue qu'il faut préférer à toutes choses l'assu- 
rance de ne se point tromper, et qu'il faut négliger 
le vrai ordre si on ne le peut suivre sans perdre beau- 
coup de la force des démonstrations, et s'exposera 
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Terreur. Mais je ne demeure pas d'accord qu'il soit 
impossible d'observer Tun et l'autre , et je m'imagine 
qu'on pourrait faire des éléments de géométrie, où 
toutes choses seraient traitées dans leur ordre naturel , 
toutes les propositions prouvées par des voies très- 
simples et très-naturelles , et où tout néanmoins serait 
très-clairement démontré. » 

Troitième opération. Démonstration. 

COMMENT ARRIVE-T-ON A l'iDÉE d'UN THÉORÈME? QU'eST-CE QU'UN 

THÉORÈME? 

Comment démontre-t-on un théorème ? Pourquoi 
Thaïes s'est-il demandé quelle pouvait être la somme 
des trois angles d'un triangle? Comment surtout a-t-il 
obtenu cette somme, à savoir : deux droits? Car, pour 
le dire d'avance , obtenir cette somme, c'est déjà dé- 
montrer le théorème. 

Figurons-nous Thaïes devant son triangle : il se 
demande, quelles sont les conditions qui le déter- 
minent, ou, ce qui revient au même, quand deux 
triangles sont égaux — question naturelle et inévitable, 
j^remier pourquoi de la science. Parmi les cas d'égalité 
de deux triangles, se trouve celui où Ton donne un côté 
et les deux angles adjacents. Thaïes n'eut pas de peine 
à s'apercevoir qu'avec ces données, on ne peut former 
que le même triangle , c'est-à-dire que les deux autres 
côtés et le troisième angle se trouvent par là môme tout 
déterminés. Le problème est donc posé de rechercher 
quel est ce troisième angle (1). 



( 1 ) Thaïes aurait pu se demander aussi , et il est probable qu'il 
l'a fait, quels sont les deux autres côtés. Seulement la réponse, 
qui est en effet plus difficile , lui échappa. 
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11 esl facile de le résoudre arlinciellenient par Ja cous- 
Iructiou du triangle; mais ce que la science demande, 
c'est un rapport, une loi générale, une relation de la 
chose cherchée aux quantités données. Ce problème, 
Thaïes Ta résolu comme on résout tous les problèmes , 
un peu en tâtonnant; et on en connaît le résultat : c'est 
que le troisième est égal à l'excès de deux droits sur la 
somme des deux autres. 

Prenons l'exemple du théorème de Pythagore; on 
peut le ramener de môme à un problème : Dans un 
triangle rectangle, étant donnés deux côtés, à quoi est 
égal le troisième? car ce troisième est tout déterminé 
par les deux autres. Ce troisième coté, qui vient te 
poser de lui-même, de sa propre autorité, quand j'ai 
posé arbitrairement les deux autres, c'est un phéno- 
mène dont je recherche la loi ; de mcme que je recherche 
la nature de la trajectoire d'une pierre que je lance 
dans l'espace, trajectoire qui se décrit fatalement en 
vertu du mouvement initial déterminé librement par la 
force et la direction du jet. 

Nous croyons donc avoir établi cette vérité : C'est 
qu'avant le théorème existait le problème. De là découle 
cette autre vérité, qui n'est qu'une définition, mais 
remarquable par ses conséquences : Le théorème eut 
V énoncé du résultat d'un problème. 

Problème. A quoi est égale la somme des trois angles 
d'un triangle? Réponse : à deux droits (1). 

Théorème, La somme des trois angles d'un triangle 
est égale à deux droits. 

( 1 ) Nous posons ainsi le problème pour la brièveté. L'énoncé 
uivant serait plus exact : à quoi est égal le troisième angle d*un 
triangle dont les deux autres sont donnés ? Réponse : à l'excès de 
deux droits sur la somme de ceux-ci. 
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On connaît la définition ordinaire du théorème : c'est 
une vérité à démontrer, ou qui devient évidente au 
moyen d'un raisonnement appelé démonstration. Cette 
définition, qui rentre d'ailleurs complètement dans la 
nôtre , place le théorème en opposition avec Vaxiome 
qu'on définit une vérité évidente par elle-même , et le 
problème se trouve n'avoir aucun lien avec le théorème. 
Notre définition, au contraire, lie intimement, sous le 
rapport psychologique, comme sous le rapport géomé- 
trique, le théorème et le problème. 

De plus, la définition ordinaire ne peut conduire à 
aucune règle ni pour les énoncés , ni pour la démons- 
tration des théorèmes; de la nôtre, au contraire, ces 
règles découleront immédiatement, et n'en seront, 
pour ainsi dire, que des corollaires. 

Comment établit-on l'exactitude du résultat d'un 
problème? En faisant la preuve, selon l'expression 
vulgaire; en faisant Vexpérience, pour parler scientifi- 
quement. Je veux démontrer que la somme des trois 
angles d'un triangle est égale à deux droits. Pour faire 
la preuve, je dois ajouter les trois angles l'un à l'autre : 

à côté de l'angle B , par 
exemple , je place le second 
C dans la position CBD, ou, 
si l'on veut , je tire B D ^ 
manière que V angle CBD soit 
égal à l'angle ACB. — On sait, par un théorème précé- 
dent, que cela se fait en menant BD parallèle à AC. — 
Enfin, j'ajoute l'angle A, en faisant l'angle DBE égal à 
l'angle A. — Or, je vois encore , comme BD est paral- 
lèle à AC, qu'z7 suffit de prolonger AB. — J'ai main- 
tenant mes trois angles bien placés ; je regarde plus ou 
moins attentivement selon le cas, et je vois que le 
théorème est vérifié. 




On s'aperçoit, sans (Joule, que nous n'avons pas 
inventé ia démonstration, ni même les phrases; nous 
n avons fait que les disposer dans un autre ordre. La 
rédaction ordinaire serait, par exemple: Sur le côté AB 
prolongé, et par le point B, menons une parallèle BD 
à kG, Les trois angles en B font deux droits; or Vun 
d'eux appartient déjà au triangle, et les deux autres , etc. 
Combien seraient tentés de dire : Quelle heureuse idée 
de tirer cette parallèle ! Dans la plupart des cas , l'heu- 
reuse idée , ridée que Ton croit pouvoir attribuer au 
hasard y soulève chez le philosophe celte question : 
Comment a-t-on eu cette idée? 

rVous voilà ramené, par un chemin nouveau, à la 
théorie que nous avons exposée dans le premier livre 
sur Texpérience mathématique. Seulement Texpérience, 
quand elle sert à la démonstration d'une vérité supposée 
connue , est une vérification ( 1 ) , caractère qu'elle porte 
aussi dans les sciences dites naturelles, lorsque par 
elle on contrôle une loi donnée. 

DE l'analyse et DE LA SYNTHÈSE EN MATHÉMATIQUES. 

Comme on le voit, nous sommes ici sur le terrain 
de Vanalyse et de la sjjnthèse conçues dans le sens 
mathématique. Pour avoir une idée claire et nette des 
difTérents sens dans lesquels ces termes sont employés 
en mathématiques, nous ne pouvons mieux faire que d'em- 
prunter à M. Chasles l'histoire remarquable qu'il en 
donne (2). 

( 1 ) Comparer un passage qui va suivre, tiré de M. Ghasles. 

( 2 ) Discours d Inauguration au cours de Géométrie supérieure, pages 
XXXIX et suiv. 

Comparer aussi Renouvier, Manuel de Philosophie ancienne^ Hv.VII, 
I 2 , II ; et Annoot, De la Méthode dans les sciences , Revue trimes- 
trielle, 1859. 
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« Ces deux mois , synthèse et analyse, avaient alors 
(dans Tantiquité) , en mathématiques , un sens parfais- 
tement défini. Mais , eomme aujourd'hui nous les em- 
ployons communément dans une acception spéciale 
très-différente, qui laisse ignorer aux jeunes géomètres 
ce qu'étaient les méthodes anciennes et surtout la 
méthode analytique, il ne paraîtra peut-être pas inutile 
de rappeler ici le sens précis que leur donne Pappus, le 
même qu'on trouve aussi dans Ëuclide ( au treizième 
livre des Éléments). 

» Dans la syntlièse on part de vérités connues pour 
arriver , de conséquence en conséquence , à la propo- 
sition que Ion veut démontrer , ou à la solution du 
problème proposé. 

» Par ïanalyse , on regarde comme vraie la propo- 
sition que Ton veut démontrer , ou comme résolu le 
problème proposé, et Ton marche , de conséquence en 
conséquence , jusqu'à ce qu'on arrive à quelque vérité 
connue , qui autorise à conclure que la chose admise 
comme vraie l'est réellement, ou qui comporte la cons- 
truction du problème ou son insolubilité. 

» Ces deux manières de procéder en mathématiques 
ne répondent nullement à la signification actuelle des 
deux termes analyse et synthèse , dont le premier 
caractérise l'emploi du calcul algébrique , et le second 
la considération seule des propriétés des figures , au 
moyen du raisonnement naturel. 

» Les deux méthodes anciennes ne différaient, au fond, 
que dans le point de départ, les diverses opérations du 
raisonnement étant les mêmes dans fune et dans fautre, 
mais dans un ordre inverse. On caractérisera brièvement 
ces deux méthodes, en appelant, avec Kant, la synthèse, 
méthode progressive , et ïanalyse , méthode régressive. 
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» Il est essentiel de remarquer ici que l'usage de 
Y analyse , chez les Anciens, suppose nécessairement 
une proposition déjà connue et dont on cherche la 
démonstration , ou un problème proposé. De sorte 
que, hors ces deux cas, il n'y a point lieu, d'après la 
définition précise de Pappus, d'employer la méthode 
analytique. 

» Il faut observer encore que , bien que l'esprit de la 
méthode soit le même dans les deux cas , néanmoins 
elle y a un caractère différent. Car, dans le premier, où 
il s'agit de démontrer une proposition , Yanalyse n'est 
point autre chose qu'une méthode expérimentale de 
vérification à posteriori {i ), tandis que dans le second, 
où il s agit de résoudre un problème , elle forme une 
méthode d'invention à priori , puisqu'on se propose de 
trouver la solution ou construction du problème, ou de 
démontrer son impossibilité , ce qui constituera la 
découverte d'une vérité mathématique actuellement 
inconnue. 

» C'est dans ce sens seulement qu'on peut dire que 
Yanalyse des Anciens est la méthode de recherche ou 
d'inventions 

» Hors ce cas de la solution d'un problème, Yanalyse 
n'a point de vérité nouvelle à découvrir , et pour cet 
objet c'est la synthèse seule qui constitue la méthode 
d'invention par laquelle on forme et l'on accroît une 
science. » 

Après quelques considérations sur les ouvrages des 
Anciens et leurs méthodes particulières, M. Chasles 
arrive aux temps modernes et à la découverte de 
l'algèbre : 



( 1 ) Voir ce que nous disons plus haut , page 104. 



— 107 — 

c< Ce fut Viète qui créa cette science des symboles et 
apprit à les soumettre à toutes les opérations que Ton 
était accoutumé d'exécuter sur des nombres. Cest cette 
idée féconde qui a fait de l'algèbre un instrument uni- 
versel des mathématiques. Yiète avait appelé cette 
science, qu'il créait, logistique spécieuse, ou calcul des 
symboles (species), par opposition à la logistique numé^ 
tique y et il la regardait comme l'introduction à Xart 
analytique des Anciens, c'est-à-dire à l'art de résoudre 
les problèmes , nullum non problema solvere. En effet , 
elle facilitait merveilleusement la mise en pratique de 
la méthode analytique de Platon , puisqu'elle permettait 
de faire indistinctement , sur les quantités connues et 
inconnues , les mêmes opérations arithmétiques , et 
d'introduire toutes ces quantités , au même titre , dans 
les équations et dans le raisonnement. 

» Mais , par cette raison que cette algèbre ou logis- 
tique spécieuse devenait l'instrument propre à la marche 
analytique , les géomètres ont fini par l'appeler elle- 
même analyse. Voilà comment ce terme analyse a 
changé de sens , et signifie aujourd'hui l'emploi du 
calcul algébrique. 

» Par une conséquence naturelle, et sans avoir égard 
à la distinction des deux méthodes observées par les 
Grecs , on a appelé exclusivement synthèse la géométrie 
cultivée à la manière des Anciens, parce qu'on y raisonné 
directement sur les propriétés des figures , sans faire 
usage des notations et des transformations algébriques. 

» Cependant, le terme analyse s'emploie encore, en 
mathématiques, dans un autre sens, qui, tout en se 
rattachant , comme V Analyse de Viète , à la signification 
primitive de ce mot , est précisément l'opposé de cette 
analyse moderne ou logistique spécieuse. Je veux parler 
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de l'acception commune, savoir que Yanalyse est la 
résolution ou décomposition d'une chose en ses parties 
élémentaires et constitutives; opération qui implique 
un examen attentif de la chose considérée en elle-même 
et de toutes ses propriétés (4). 

» Prise dans cette acception , Yanalyse unie à la 
synthèse^ forme la méthode de recherche et d'inven- 
tion dans toutes les branches des connaissances hu- 
maines, en mathématiques comme dans les sciences 
physiques et philosophiques. 

» Tel est le sens que M. Poinsot, dont les pensées 
6ont toujours d'une justesse et d'une lucidité parfaite, 
attache au mot analyse en mathématiques. Après avoir 
dit que c'est improprement qu'on appelle analyse la 
méthode de pur calcul , ce célèbre géomètre ajoute : 
« La vraie analyse est dans l'examen attentif du pro» 
» blême à résoudre, et dans ces premiers raisonnements 
» qu'on fait pour le mettre en équations. Transformer 
» ensuite ces équations , c'est-à-dire , les combiner 
«ensemble, ou en poser d'autres évidentes que l'on 



( 1 ) C'est dans rattention que Ton fait à ce qu'il y a de connu dans 
la question que Ton veut résoudre, que consiste principalement 
V analyse, tout l'art étant de tirer de cet examen beaucoup de vérités 
qui nous puissent mener à la connaissance de ce que nous oher^ 
chons. ( Arnauld , Logique de Porl -Royal). ( Note de M, Charles,) 

C'est aussi V analyse telle que l'entendait Condillac. 

Pascal [Réflexions sur la géométrie en général) y après avoir dit que 
« on peut avoir trois principaux objets dans Tétude de la vérité : 
l'un de la découvrir quand on la cherche; l'autre, de la démontrer, 
quand on la possède ; le dernier de la discerner avec le faux quand 
on l'examine, » (trois opérations, qui, en définitive, n'en font qu'une) 
ajoute : « La géométrie , qui excelle en ces trois genres , a expliqué 
Tart de découvrir des vérités inconnues; et c'est ce qu'elle appelle 
aiwlyse, i» 
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» combine avec elles, n'est au fond que de la synthèse; 
» k moins que Tidée de chaque transformation ne nous 
» soit donnée par quelque vue de Tesprit, ou quelque 
» nouveau raisonnement, ce qui nous fait rentrer dans 
» la véritable analyse. Hors de cette voie lumineuse, il 
» n'y a donc plus d'analyse, mais une obscure synthèse 
» de formules algébriques que Ton pose , pour ainsi 
» dire, Tune sur l'autre, et sans trop prévoir ce que 
» pourra donner celte combinaison. Voilà les idées 
» nettes qu'il faut attacher aux mots : et c'est au fond 
» ce que tout le monde paraît sentir, puisqu'on dit très» 
» bien une heureuse transformation, et qu'on ne dit 
» point un heureux raisonnement ni une heureuse 
» analyse (4). » 

» Cette méthode analytique est celle que prescrit 
Descartes dans plusieurs passages de ses œuvres ; 
comme quand il dit : « // faut ramener graduellement 



(1) Voir Théorie nouvelle de la ivtation des corps, page t21. 
On lit encore dans cet ouvrage si remarquable ; 

« Ce n'est donc pas dans le calcul que réside cet art qui nous fait 
» découvrir ; mais dans cette considération attentive des choses , où 
» l'esprit cherche avant tout à s'en faire une idée, en essayant, par 
» Tanalyse proprement dite , de les décomposer en d'autres plus 
» simples , afin de les revoir ensuite comme si elles étaient formées 
» par la réunion de ces choses simples dont il a une pleine connais- 
» sance Ce n'est pas que les choses soient composées de cette 
» manière , mais c'est notre seule manière de les voir , de nous en 
» faire une idée , et partant, de les connaître. Ainsi notre vraie mé- 
>» thode n'est que cet heureux mélange de V analyse et de la synthèse , 
» où le calcul n'est employé que comme un instrument. Instrument 
» précieux et nécessaire sans doute , parce qu'il assure et facilite 
» notre marche; mais qui n'a par lui-même aucune vertu propre; 
» qui ne dirige point l'esprit , mais que l'esprit doit diriger comme 
» tout autre instrument. » ( Page 78. ) 

(NoU de M. Chastes.) 
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les propositions embarrassées et obscures à de plus 
simples , et ensuite partir de V intuition de ces dernières 
pour arriver , par les mêmes degrés , à la connaissance 
des autres (1 ). » 

» Dans les ouvrages des Anciens , en général , les 
théorèmes sont parfaitement distincts , et l'énoncé de 
chacun précède sa démonstration , de sorte qu'il reste 
peu de traces de la marche d'invention que Fauteur a 
suivie dans la recherche et la découverte de ses propo- 
sitions; les fils qui, primitivement, ont uni ces dif- 
férentes propositions , dans leur ordre naturel de 
déduction , sont rompus. C'est ainsi que sont composés 
les ouvrages d'Euclide, d'Archimède, d'Apollonius, et , 
chez les Modernes , le grand ouvrage des Principes de 
Newton. Par cette raison, on a pensé parfois que ce 
mode d'exposition était plus conforme à l'esprit de la 
méthode synthétique , qu'il la constituait même ; et 
Ton a conclu réciproquement, qu'un ouvrage où les 
propositions sont exposées suivant l'ordre des déduc- 
tions rationnelles qui y ont conduit l'auteur, n'est pas 
synthétique j mais bien analytique, 

» On peut dire que l'ouvrage est analytique, en 
donnant à ce mot sa signification commune; mais il est 
essentiellement synthétique aussi , puisque c'est par la 
combinaison de propositions déjà connues qu'on arrive 
successivement à des propositions nouvelles. 

» L'équivoque qui peut résulter de ces acceptions 
diverses des termes synthèse et anal j, se, en mathé- 
matiques, cause souvent de l'embarras et çle l'obscurité 
dans le langage. Il est à regretter que l'expression do 



( 1 ) Règles pour la direction de V esprit. Règle cinquième. 
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logistique , employée si convenablement par Viète , et 
longtemps après lui , n ait pas été conservée. 

» Il n'est nullement besoin de dire qu'il ne faut pas 
confondre Yanalyse géométrique des Anciens avec la 
Géométrie anahitique des Modernes, la première est 
précisément ce que l'on appelle aujourd'hui Sijnthèse, 
par opposition à la Géométrie analytique. » 

Ces pages montrent à l'évidence le défaut de précision 
qui règne dans cette partie de la philosophie des 
mathématiques. Quand y a-t-il analyse? quand y a-t-il 
synthèse? Pourquoi la géométrie des anciens est-elle 
appelée synthétique, et celle de Descartes analytique? 
L'une n'emploie-t-elle que la synthèse, l'autre que Yana- 
lyse? Est-ce par Yanalyse ou par la syntlièse qu'on 
résout les problèmes et que l'on démontre les théo- 
rèmes? Il y a du vague et de l'indétermination dans la 
signification et l'emploi de ces termes, de même que 
dans la théorie psychologique. Nous allons essayer 
de les fixer, et, par notre distinction entre analyse et 
synthèse d'un côté , méthode analfjtique et méthode 
synthétique de l'autre, nous pourrons conserver en 
général les dénominations que Ton a données aux 
diverses méthodes en géométrie , tout en restant fidolc 
au sens de ces mots dans la philosophie Kantienne, 
et nous rapprochant, pour le fond, de la pensée de 
M. Poinsot. 

11 y a Sjjnthèse chaque fois qu'on cherche une for- 
mule, une relation, une équation; chaque fois qu'on 
attribue une qualité à un sujet en qui on ne voyait pas 
d'abord cette qualité; chaque ibis qu'on augmente la 
somme de ses connaissances. 

II y a analjise, sitôt que, cette vérité trouvée, pos- 
sédée , on la démontre , c'est-à-dire qu'on fait voir ses 
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rapports avec d'autres vérités déjà connues , quand on 
augmente la certitude de ses connaissances. 

Il y a méthode Sj/nthétique quand on opère comme 
si Ton cherchait une relation, que cette relation soit 
connue ou non. 

La méthode est anahjtique, chaque fois qu'on opère 
comme pour la démonstration d'une vérité, c'est-à-dire 
expérimentalement , que ce soit une vérité connue ou 
inconnue. 

Au fond, il n'y a pas de différence entre Yanalyse et 
la Sf/nthèse: on ne possède une vérité, on n'a une 
somme de connaissances plus grande que si l'on est 
certain de la vérité de ces connaissances ; l'acquisition 
de cette certitude même est une synthèse. Mais nous 
sommes ainsi faits que nous considérons tous nos pro- 
cédés sous deux faces qui nous paraissent opposées et 
qui , en réalité , sont identiques. En général , si l'on 
creuse ce qui est au fond de Yanalfjse on y trouvera une 
synthèse, et réciproquement. 

Enonçons d'abord les résultats fondamentaux de nos 
distinctions : La solution d'un problème , ayant pour 
résultat de nous faire acquérir une vérité de plus , est 
toujours une synthèse; 

La démonstration d'un théorème , ne faisant qu'aug- 
menter la certitude de ma connaissance , est une 
analyse. 

. Ainsi , il y aura synthèse quand , recherchant quelle 
est la somme des trois angles d'un triangle , je trouve 
qu'elle est de deux droits ; il y aura analyse , lorsque 
possédant déjà ce résultat , j'essaie de le démontrer. 
Mais, d'un côté, la position du problème^ impliquant la 
connaissance de cette vérité-ci , à savoir, qu'il y a une 
vérité à trouver, est une synthèse y comme c'est une 
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synthèse aussi que de soupçonner, quand le théorème 
est posé, qu'il y en a une démonstration possible ; et 
d'un autre côté, le problème étant au fond l'énoncé 
d'une difficulté qu'on a ramenée à son expression la 
plus simple et la plus claire, est le produit d'une 
analjjse, au même titre que l'énoncé du théorème. 
En d'autres termes, en tant que je considère l'énoncé 
du problème ou du théorème comme le résultat 
dun problème antérieur , cet énoncé est une s:nthèse; 
en tant, au contraire, que je le considère comme étant 
la dernière expression , la transformation la plus claire 
dune proposition antérieure, c'est une analyse. 

Jusqu'ici, comme on le voit, nous restons fidèle au 
sens que nous avons attribué à ces termes ; nous avons 
montré régressivement comment la sunthèse était tou- 
jours le résultat d'une anahjse antérieure , et l'anahjse 
le résultat d'une synthèse précédente. Nous arrivons 
maintenant à notre distinction entre méthode analytique 
et méthode synthétique et c'est ici que nous allons nous 
rencontrer complètement avec l'illustre géomètre dont 
M. Chasles citait les paroles. 

Quelquefois , pour la solution d'un problème ou la 
démonstration d'un théorème, on procède par taloune- 
ment, on essaie d'un moyen , puis d'un autre , jusqu'à 
ce qu'on en rencontre un qui conduise au but. C'est 
ce qui a lieu, la plupart du temps, pour les problèmes 
d'arithmétique, de géométrie synthétique (1). D'un 
côté, on combine diversement les données; de l'autre, 



i 1 ) Telles sont à peu près les méthodes diverses pour déterminer 
les racines réelles d'une équation d'un degré supérieur, ou pour dé- 
terminer l'orbite parabolique des comètes. 
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on fait diflférentes constructions; et dès qu'on a atteint 
le but, on se montre satisfait. Or, en tant que cette 
méthode est employée dans sa pureté (et elle ne Test 
jamais), nous la nommons synthétique \ quelquefois, 
au contraire, pour la démonstration d'un théorème et 
pour la solution d'un problème, on se contente de 
traduire en construction ou en calcul , sur le résultat 
connu ou supposé connu , le problème ou le théorème. 
En tant que cette méthode donne immédiatement l'évi- 
dence ou la vérité inconnue, nous la nommons analy- 
tique. De là , deux conclusions générales : 

Dans les géométries ordinaires (celles d'Euclidc et 
de Legendrc), on a employé principalement la méthode 
Sijuthétique. En algèbre , et en géométrie analytique , 
on emploie plus souvent la méthode analytique. 

Mais en tant que, dans la méthode synthétique ^ je 
prévois les conséquences d'une construction ou d'une 
certaine combinaison des données, il y a méthode 
analytique ; comme d'un autre côté , dans la méthode 
analytique^ en tant que je tâtonne, que j'essaie diffé- 
rents moyens de mettre le problème en équations, 
j'emploie la méthode synthétique. En d'autres termes, 
si les moyens choisis l'ont été avec conscience du but 
à atteindre et de leur puissance pour nous conduire à 
à ce but, il y a méthode analytique; si, au contraire, 
leur choix est de pur hasard ou de pur instinct, il y a 
méthode synthétique. 

Appliquons cette distinction toujours au même 
exemple : 

Problème : A quoi est égale la somme des trois angles 
d'un triangle ? 

Théorème : La somme des trois angles d'un triangle 
est égale à deux droits. 
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Si , pour la solution de Tun et la démonstration de 
l'autre , j'emploie la mélhode de vérification , la méthode 
qui remonte du but à atteindre, c'est-à-dire la somme 
des trois angles du triangle, à une vérité connue, à 
savoir : Que les angles autour d'un même point d'une 
droite et du môme côté de celle-ci font deux droits; 
si , en un mot , je place les trois angles à côté l'un 
de l'autre, et que je trouve le résultat cherché (pro- 
blème) ou que je voie la vérité énoncée (théorème), 
ma méthode aura été analytique. 

Que j'essaie au contraire , différentes constructions , 
que je tire, par exemple , une parallèle à l'un des côtés , 
ou que je calcule la somme des angles extérieurs, et 
cela sans me rendre compte de l'efficacité de ces moyens 
(ce qui , en réalité, n'a jamais lieu), j'use de la méthode 
synthétique dans la solution du problème, comme dans 
la démonstration du théorème. 

Mais ici nous devons faire une remarque analogue 
à celle que nous avons faite à propos de Yanalyse et de 
la synthèse ; c'est qu'aucune de ces deux méthodes ne 
s'emploie à l'exclusion de l'autre, et qu'à chaque pas de 
nos raisonnements , elles se mêlent et s'entrecroisent. 
Il est bon , croyons-nous , que nous appliquions ces 
distinctions à un exemple pris dans une autre branche 
des mathématiques. 

Problème. J'ai des noix dans l'une et l'autre poche ; 
dans la première , j'en ai deux fois autant que dans la 
seconde; mais si j'en ôte une de celle-là pour la mettre 
dans celle-ci, il y en aura autant des deux parts. — Je 
veux ici obtenir une vérité, une formule , une équation , 
à savoir : le nombre des noix dans une poche est quatre ^ 
et dans Vautre, deux. J'augmente la somme de mes 

connaissances, j'opère une synthèse. 

8 
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Mais je possède celte vérité, et je la vérifie : je vois 
qu*ea effet, 4 est le double de 2 , et que si j'ôte i à 4 
pour l'ajouter à 2 , les deux résultats sont égaux. Ma 
connaissance est donc certaine ; je possède une con- 
naissance vraie ; j'ai opéré une analyse ; j'ai rattaché 
cette vérité à d'autres vérités déjà connues, et qui 
sont : que 2 est la moitié de 4; que 2 + 1 *=r 3; que 
4-^1 =ax 3 et que 3 = 3 ; je l'ai envisagée comme 
impliquée dans ces dernières, et je l'en fais sortir. 

Supposons maintenant que vous vouliez résoudre le 
problème* J'ai dit : si vous opérez comme si vous aviez 
la vérité, comme si vous vouliez la vérifier , vouii 
employez la méthode analytique ; c'est le procédé algé- 
brique : soit X les noix de l'une des poches ; l'autre en 
a le double 2x; ajoutez i kx et ôtez 1 de 2a? ^ vous 
avez^ d'une part x + i^ et de l'autre 2a? — 1 , et les 
deux résultats sont égaux : de là l'équation oî + 1 == 
20? — 4 ; d'où je tire : a? = 2; et 2a? = 4. Cette méthode 
m'a conduit à la connaissance de ces deux dernières 
vérités ; elle est d'invention aussi, comme M. Ghasies le 
soutient avec raison , si ce n'est qu'au lieu du terme de 
méthode analytique, il emploie celui d'analyse. 

Mais essayez de résoudre le problème par l'arith- 
métique : dès l'abord, vous vous trouvez embarrassé , 
vous ne savez comment vous y prendre, vous êtes 
tenté d'essayer diflîérents nombres pour voir s'ils ne 
satisfont pas à la question ; vous tâtonnez , en un 
mot; c'est le propre de la méthode synthétique. Ainsi, 
vous remarquez que , puisqu'il y a autant de noix 
après qu'on en a ôté 1 de la première poche pour la 
mettre dans la seconde , il y en avait 2 de plus 
dans celle-là que dans celle-ci ; et comme il y avait 
le double, il faut que ce même nombre 2 serve à com- 
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pléter le double; j'en avais donc 2 dans une poche et 
4 dans l'autre. 

Or, quelle opération de l'esprit a présidé à la découverte 
de ce procédé? Vous avez examiné la question ; vous vous 
êtes rendu compte du but que vous vouliez atteindre , 
et des moyens qui étaient à votre disposition , et vous 
n'avez pas combiné ces moyens sans une certaine cons- 
cience du point où ils devaient vous conduire; vous 
avez en réalité fait une analyse plus ou moins obscure, 
plus ou moins instinctive; d'autant plus instinctive que 
vous êtes moins homme, moins exercé, plus enfant. 
L'enfant — et c'est une remarque qu'on peut faire 
tous les jours — combine les nombres , les données 
du problème à tout hasard; il additionne, il soustrait, 
il multiplie, il divise, voit si le résultat obtenu est satis- 
faisant, et, ce dernier point obtenu, il est content; il 
emploie la méthode synthétique dans sa pureté presque 
entière. L'élève plus avancé, au contraire, la fait pré- 
céder d'une première analyse. 

En algèbre, la mise en équation elle-même est pré- 
cédée d'une synthèse, d'un tâtonnement, pour fixer la 
véritable inconnue, ou l'inconnue la plus favorable; 
l'exemple choisi est trop simple pour que ce phénomène 
psychologique s'y fasse jour ; mais nous en appelerons à 
la mémoire d'écolier de ceux qui nous liront , et nous 
leur demanderons, s'ils arrivaient d'emblée à la mise 
en équation du problème, s'il n'y avait pas une espèce 
d'hésitation qui précédât l'emploi rigoureux de la 
méthode analytique (1 ). 

( 1 ) Nous pouvons dire la même chose de ce qui se fait en géomé- 
trie analytique , et retrouver dans les procédés qu'on y emploie, 
dont la forme générale est pourtant analytique , toutes les nuances 
que nous venons de signaler. Ainsi, quand je cherche l'équation de 
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REGLES ESTHÉTIQUES POUR l'ÉNONGÉ DES THÉORÈMES. 

Les règles que nous allons déduire découlent des 
principes trouvés précédemment ; elles ne sont pas 
absolues , mais subordonnées au goût et aux conve- 
nances , ainsi qu'au but qu'on a en vue. C'est pourquoi 
nous les avons nommées esthétiques. 

Première règle : de V élégance. — Nous procéderons 
par exemples , l'esprit les saisissant mieux qu'un pré- 
cepte général. 

Théorème, L'angle dont le sommet est en dehors de 
la circonférence a pour mesure la demi-différence des 
arcs compris entre ses côtés. 

Au premier abord on ne voit pas bien le moyen de 
démontrer expérimentalement ce théorème. Mais qu'on 
l'énonce de la manière suivante : 

L'angle dont le sommet est en dehors de la circonfé- 
rence est égal à la différence des angles qui auraient 



la tangente, ou ceUe des asymptotes d'une courbe , j'opère une 
synihhse;\Q résous le problème suivant ; par un point mener une tan- 
gente à une courbe donnée. 

Si je pars de Téquation de la tangente ou de Tasymptote, et que je 
démontre que cette équation représente une tangente ou une asymp- 

tote; si je démontre, par exemple, que :y —y' = —(a?— a?'), est 

l'équation de la tangente à une courbe au point a?' , y' ; ce qui est 
proprement un théorème , je fais une analyse. 

Mais, si je le démontre expérimentalement, par vérification, en ad- 
mettant la formule comme vraie, et non en partant des propriétés 
de la tangente , j'emploie la méthode analytique. 

Si, au contraire, je dis : Téquation cherchée de la tangente aura 
cette forme : y-^-yf =^a (a? — a?' ) , et que je détermine ce coefficient 

a , que je trouverai être égal à -7-^ , j'aurai employé la méthode syn- 
thétique. 
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leurs sommets sur la circonférence , et dont les côtés 
passeraient par les extrémités des arcs interceptés. 

Alors , la preuve est facile , en tirant une diagonale 
entre les points d'intersection des côtés avec la 
circonférence . 

De là cette règle : Uénoncé des théorèmes doit, autant 
que possible, amener la preuve expérimentale. A ce point 
de vue , le second énoncé est préférable au premier. 
Le suivant est encore plus simple : 

L'angle extérieur à la circonférence est égal à l'angle 
qui a son sommet sur la circonférence, et qui comprend 
entre ses côtés la différence des arcs interceptés par 
les côtés du premier — énoncé qui conduit à la cons- 
truction d'une parallèle à l'un des côtés. 

Et quel est au fond le sens de nos corrections ? Nous 
avons supprimé un saltus dans les énoncés des théo- 
rèmes. En eifet , dans la théorie , on passe des angles 
au centre , aux angles à la circonférence , puis aux 
angles en dehors de celle-ci , soit intérieurs , soit 
extérieurs ; les premiers servent de types ; on ramène 
les seconds aux premiers ; il faut ramener les troi- 
sièmes aux seconds, et dans le corollaire seulement 
les ramener aux premiers : l'angle à la eirconférence 
est égal à la moitié de Vangle au centre qui intercepte 
le même arc ; V angle en dehors de la circonférence est 
égal à la somme ou à la différence des angles à la 
eirconférence qui interceptent les mêmes arcs ; donc, 
comme corollaire , les angles en dehors de la circon- 
férence ont pour mesure la moitié de la somme ou 
de la différence des angles au centre mesurés par les 
arcs interceptés. 

Mais l'emploi de cette règle n'est pas toujours pos* 
sible , comme le prouve la proposition suivante : 
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Théorème, Dans un cercle, les cordes se coupent en 
parties inversement proportionnelles. 

Ici la preuve directement expérimentale ne serait 
applicable que si l'on mettait Ténoneé sous cette forme ; 

Quand deux cordes se coupent dans un cercle, si Ton 
Joint les extrémités opposées des cordes, on forme deux 
triangles semblables où les côtés homologues sont les 
deux segments de la même corde — puis viendrait 
comme corollaire le théorème ordinaire. 

Cet époncé comble le saltus ; mais il est de beaucoup 
Inférieur au précédent en concision, en clarté, en 
élégance, suivant l'expression consacrée; de plus^ la 
proposition importante, la seule utile, e^t mise en 
corollaire, défaut que Ton doit éviter. On obvierait en 
partie à cet inconvénient par un corollaire tel que le 
suivant placé en ordre utile : Quand il est nécessaire 
jd'établir l'existence d'une proportion entre lignes 
droites, il suffit d'établir la possibilité de construire des 
triangles semblables avec ces lignes; et inversement (1). 

Deuxième règle : des lignes auxiliaires. — Comme 
les figures se suivent dans un ordre déterminé , il ne 
peut être permis de faire usage pour la démonstration 



( 1 ) Nous pourrions encore critiquer d'autres énoncés incomplets, 
et qui par cela même ne laissent pas deviner les moyens de dér 
monstration. Le théorème de Pythagore est dans ce cas; et pourtant 
il serait bon , dans renoncé même , d'appeler l'attention sur toute la 
portée de ce théorème, dont la s4econde partie est presque aussi belle 
que la preipière. Voici cet énoncé complet : 

Dans tout triangle rectangle, le carré construit sur l'hypoténuse , 
est égal à la somme des carrés construits sur les deux autres côtés ; 
de plus, la perpendiculaire abaissée du sommet de l'angle droit sur 
l'hypoténuse, étant prolongée, divise le premier carré en deux rec- 
tangles respectivement équivalents aux carrés construits sur les 
côtés de l'angle droit. 
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d*un théorème sur une figure donnée^ que des figures 
qui précèdent : une proposition sur la droite ne doit 
pas se démontrer au moyen des polygones ; pas plus 
qu'une propriété des triangles au moyen du cercle ; ou 
une proposition sur les parallèles au moyen des triangles . 
La plupart des géométries, ainsi que le travail de 
M. Ueberweg, tombent sous cette critique. Par la même 
raison, on doit éviter les lignes auxiliaires; en effet, 
tracer des lignes auxiliaires dans une âgure, c'est 
employer à la démonstration une figure plus com* 
pliquée, et par conséquent postérieure. Elles ^ne sont 
permises, au point de vue esthétique, que si elles 
servent à mettre en évidence les données comprises 
dans renoncé du problème ou du théorème, comme 
dans la démonstration des trois angles du triangle (i ). 
Nous reviendrons, du reste, sur ces points, quand nous 
parlerons des procédés généraux de la démonstration. 
Troisième règle: de la longueur des démonstrations.-^ 
La démonstration doit être courte , et consister, autant 
que possible , dans la construction seule du théorème. 
« De grandes difficultés ou de grandes complications 
dans la solution d'une question, dit M. Brasseur (2), 
sont, presque toujours, la preuve que cette question 
n*est pas du domaine de la science par laquelle on a 
cherché à la résoudre ; » et l'on pourrait ajouter : que 
cette preuve ne dépend pas des principes auxquels on 
veut la rattacher. C'est un reproche que la logique 
de Port-Royal fait aux géomètres d'avoir plus de soin 

( 1 ) Nous en donnons, au livre III, une démonstration sans le se- 
cours de lignes auxiliaires. 

( 2 ) Mémoire sur une nouvelle méthode d'application de ta Géométrie 
descriptive à la recherche des propriétés de Vétendue. Extrait du tome 
XXIX des Mémoires de rAcadémie royale de Belgique* 



de la certitude que de révidence^ et de convaincre Vesprit 
que de Véclairer, ainsi que de tirer leurs démonstration 
far des voies trop éloignées : « Ils ne se mettent pas en 
peine d'où les preuves qu'ils apportent soient prises, 
pourvu qu'elles soient convaincantes. Et cependant ce 
n'est que prouver les choses très-imparfaitement, que 
de les prouver par des voies étrangères , d'où elles ne 
dépendent point selon leur nature. » 

On peut dire, en général, qu'il y a toujours possibi- 
lité , sinon actuelle , du moins absolue , de donner de 
ces démonstrations intuitives : c'est en cela que con- 
siste le progrès de la science. Si les méthodes ne se 
simplifiaient pas de manière à permettre de voir d'un 
seul coup-d'œil un vaste ensemble de faits, l'esprit 
humain ne suffirait bientôt plus à la connaissance des 
faits acquis, et il cesserait d'avancer. C'est, du reste, ce 
que prouve à l'évidence l'histoire même de la géométrie. 
Si l'on ne possédait que les méthodes anciennes pour 
établir ces théorèmes de la géométrie supérieure dont 
Desargues et Pascal furent les premiers inventeurs , 
que d'études pour en découvrir ou en démontrer un 
petit nombre ! Les ouvrages de MM. Steiner, Chasles , 
Plûcker, ont singulièrement simplifié cette tâche, et 
en dernier lieu, M. Brasseur a rendu à la géométrie 
supérieure un service signalé, en montrant, par la 
géométrie descriptive, l'essence de ces propriétés si 
remarquables , essence dont le rapport anharmonique 
n'est que la traduction sèche et morte. 

Nous rappelons encore une fois que c'est un 
idéal que nous construisons ici , un type qui serve à 
juger des géométries passées, présentes et futures. 
Nous ne prétendons donc pas être nous-même à l'abri 
de ces critiques. Linné ayant ébauché le tableau d'un 
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ordre naturel des plantes, avait dressé la liste des 
genres qu'il ne pouvait classer : Celui qui rangera ces 
genres d'un siège incertain à leur véritable place, 
écrivait-il, celui-là sera pour moi un grand Apollon, 
Tous les savants devraient prendre Linné pour modèle. 

2 3. ~ CRITÉRIUM 0£ LA VÉRITÉ ABSOLUE 0*UN THÉORÈME. 

(c On voit immédiatement, dit M. Lamarle (i) en 
parlant de la ligne équidistante d'une droite , que cette 
ligne est symétrique par rapport à toute perpendicu- 
laire élevée sur la dernière ; qu'elle a, comme la droite, 
la propriété de glisser sur elle-même sans sortir du 
lieu qu'elle occupe; que deux parties quelconques 
égales en longueur, sontsuperposables, etc. » Pourquoi 
M. Lamarle, qui voulait arriver à établir que cette ligne 
est une droite, ne tirait-il pas cette conclusion de ce 
qu'elle jouissait des propriétés de la droite? C'est qu'il 
n'avait pas été prouvé que ces propriétés appartinssent 
exclusivement à la droite ; et, en effet, les propriétés 
citées lui sont communes avec la circonférence. Pour 
qu'une propriété caractérise une figure, il faut que 
l'inverse des théorèmes soit vrai. 

Toute définition génétique est inversible. Aussi quand 
je décris une figure en donnant son mode de géné- 
ration B , et que j'appelle cette figure A , j'ai aussi bien 
le droit de dire ,B est A, que A est B ; aussi bien : le 
cercle est une ligne dont tous les points sont à égale 
distance d'un point fixe , que : une ligne dont tous les 
points sont à égale distance d'un point fixe est un cercle 
— cercle n'est qu'un nom donné à une chose. Mais le 

( 1 ) Démonstration du postulatiim cCEvctide, Bulletins de rAca^lémie 
royale de Belgique , 1856. 
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cercle étant connu , étant , non plus un nom , mais une 
chose, je ne puis plus dire en définition : le cercle est 
une figure où les cordes se coupent en parties inversement 
proportionnelles; le sujet de cette proposition n'est plus 
un nom conventionnel, c'est une notion à moi bien 
connue. Pour avoir ce droit, je devrai commencer par 
démontrer qu'il n'y a que le cercle où les cordes se 
coupent en parties inversement proportionnelles; ma 
nouvelle définition du cercle a besoin d'être démontrée. 

Toute figure est donc susceptible d'une infinité de 
définitions, qui sont tous les énoncés des théorèmes in- 
versibles qui portent sur cette figure. Par conséquent, 
tous les théorèmes que Von peut énoncer sur une figure, 
sont autant de modes de génération de cette figure. Si le 
théorème n'est pas inversible, il porte, non sur la 
figure qui en fait le sujet, mais sur une figure plus 
générale. C'est ainsi que je puis dire : 

Un triangle est rectangle quand le carré d'un des côtés 
est égal à la somme des carrés des deux autres ; quand 
le cercle circonscrit a pour diamètre l'un des côtés ; 
quand la droite qui joint l'un des sommets au milieu 
du côté opposé est égale à la moitié de ce côté ; quand 
l'une des hauteurs divise le triangle en deux triangles 
semblables au grand ; quand les carrés des côtés sont 
proportionnels aux segments adjacents , etc. , etc. Ce 
sont là autant de définitions du triangle rectangle. — 
Mais pour avoir démontré que les angles extérieurs d'un 
triangle font quatre droits , je n'ai pas le droit de con- 
clure que toute figure où les angles extérieurs font 
quatre droits, est un triangle; car cette propriété 
appartient à tout polygone plan rectiligne. 

De même, le cercle est une figure où la tangente est 
perpendiculaire au rayon qui passe par le point de 
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contact; où la corde est divisée en deux parties égales 
par le rayon perpendiculaire ; où les arcs sont propor- 
tionnels aux angles au centre, etc. , etc. — Mais dirai- 
je que le cercle est une figure qu'une droite passant par 
un certain point peut toujours diviser en deux parties 
égales? Non, car cette propriété appartient aussi à tout 
polygone régulier d'un nombre pair de côtés. 

Nous avons ainsi trouvé une réponse à ces deux 
questions : Quel est le but de tout problème? Que dé- 
montre un théorème? M. Comte avait déjà fait remar- 
quer de quelle importance il était de trouver d'autres 
modes de génération des figures : par ce qui précède, 
pouft établissons que la géométrie n'a pas d'autre but, 
d*autr6 résultat. 

Ce paragraphe acquerra une plus grande importance 
quand nous montrerons que c'est pour ne pas ayoir fait 
attention à la différence qu'il y a entre la définition , 
qui e^t toujours inversible, et le théorème, qui n'est 
inversible qu'après une démonstration , qu'on a eu be-^ 
3oin d'admettre implicitement ou explicitement comme 
évidents , sous le nom de postulats, un grand nombre 
de théorèmes. 



CHAPITRE IL 



DES HYPOTHÈSES FONDAMENTALES OU DES POSTULATS 

DE LA GÉOMÉTRIE. 

• 

Pour raisonner, il faut des prémisses; et l'idée de la 
science emporte que ces prémisses soient regardées 
comme vraies. Pour qui poserait en principe l'immobi- 
lité des choses , il ne peut y avoir de science du clian- 
gement , à moins de se mettre , comme Parménide , en 
contradiction avec soi-même. Refusez à Euclide que par 
un point on puisse mener une parallèle à une droite, et 
qu'on n'en puisse mener qu'une , il est paralysé ; niez 
les formules fondamentales de Lobatschewsky , et sa 
géométrie imaginaire croule à l'instant. C'est ce que 
Mill semble dire quelque part : c< on admet que deux 
lignes droites ne peuvent enfermer un espace.... qu'il 
y a des choses comme des angles.... comme des 
cercles... comme des ellipses.... « Pour Kant, ces 
prémisses — qu'il nomme axiomes — sont les conditions 
de l'intuition sensible à priori; pour M. Ueberweg, 
ce sont quelques faits de l'expérience externe, qu'il 
cherche à connaître dans leur essence. Mais Euclide , 
Mill, Kant, ni M. Ueberweg n'ont déduit rationnellement 
ces prémisses ; et de là , le vague qui s'attache à ces 
mots axiome et postulat, et la difficulté de distinguer les 
principes qui portent ces noms. 
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Nous Tavoûs dit en commençant ce livre, les postulats 
ou hypothèses de la géométrie» sont les vérités pre- 
mières, regardées comme objectives, sur lesquelles 
s'édifie la science. Quelles sont ces vérités? Ce sont les 
qualités fondamentales de l'objet de cette science, les faits 
simples quil implique. L'arithmétique admet les idées et 
les propriétés de l'unité et de la pluralité ; la mécanique 
celles du mouvement, de la force, de la masse; la 
géométrie,celles de l'espace ,de la forme et de la grandeur. 

Mais ne demandez pas à Tarithmétique d'où naissent 
les idées d'unité et de pluralité, ce que c'est que l'unité 
pure ou la pluralité pure ; si ces idées peuvent ou ne 
peuvent pas subsister seules ; si elles ne renferment 
pas une contradiction intime ; sur tous ces points , 
l'arithmétique n'a pas à vous répondre. Ne demandez 
pas à la mécanique de vous dire ce que c'est que le 
mouvement, et de résoudre les arguments apportés par 
Zenon, d'Achille et de la tortue, de la flèche, de la règle, 
de la division à l'infini de l'espace ; ce n'est pas là son 
objet : il lui est interdit de se défendre elle-même sans 
cesser d'être mécanique. Ne demandez pas à la géo- 
métrie d'établir que toute figure a une grandeur et une 
forme, que l'espace a trois dimensions; elle empiéterait 
sur un terrain qui ne lui appartient pas. « En tant que 
la géométrie, dit Hegel (1) , n'est pas une science phi- 
losophique, et qu'elle accepte comme son objet l'espace 
avec ses déterminations générales , on ne doit pas 
exiger d'elle qu'elle démontre la nécessité des trois 
dimensions. » (2). 



( 1 ) Philosophie de la Nature. Mécanique , espace. 
(2) « On trouvera peut-être étrange, disait Pascal (Réflexions 
sur la géométrie en général) y que la géométrie ne puis&e dé* 
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La géométrie a pour objet les détertninatioM de 
Vespace, Nous avons donc à analyser avec soin ce qui 
est contenu dans la notion de détermination et dans la 
notion A' espace ; et les résultats de notre analyse seront 
les prémisses que nous cherchons. De là un premier 
paragraphe où nous parlons des qualités générales de 
la figure, la grandeur et la forme. Puis, comme l'espace 
donne lieu a deux séries de propriétés , les unes , pu- 
rement arithmétiques, appartenant à l'espace considéré 
comme grandeur , les autres purement géométriques^ 
appartenant à l'espace, en temps qu'il est le support 
des figures , nous les étudierons dans les deux para- 
graphes suivants; enfin, un quatrième paragraphe sera 
consacré à la discussion des notions d'infini , de point 
et d'éléments en géométrie. 

g 1er. -^ LA FIGURE : GRANDEUR ET FORME. 

La notion scientifique de Fespace est, comme nous 
l'avons vu , celle d'un réceptacle homogène ; c'est-à-dire 
dont les parties, quelles qu'elles soient, jouissent 
des mêmes propriétés. C'est là le sens qu'on attache, 
en général , au mot homogénéité ; en chimie , en physi- 
que, nous disons qu'un corps est homogène y quand 
toutes ses parties ne différent que par la quantité; 



finir aucune des choses qu'elle a pour principaux objets. Car elle ne 
peut définir ni le mouvement, ni les nombres, ni l'espace ; et cepen- 
dant ces trois choses sont celles qu'elle considère particulièrement, 
et selon la recherche desquelles elle prend ces trois différents notas 
de mécanique, à* arithmétique j de géométrie , ce dernier nom apparte- 
nant au genre et à l'espèce. » Et ailleurs : « Cette judicieuse science 
{ la géométrie ) est bien éloignée de définir ces mots primitifs , espace ^ 
temps, mouvement j égalité, majorité, diminution, tout, et les autres 
quô le ttïônde entend de sôi-mênlé. » 



qoand, si Ton peut s'exprimer ainsi , la partie est l'image 
en petit du tout (bien entendu sous le point de vue tout 
particulier où l'on se place, le chimiste au point de vue 
de la qualité , le physicien , de la densité , par exemple). 
L'homogénéité de l'espace est une propriété double, 
en ce sens qu'une portion déterminée de l'espace peut 
être prise partout dans l'espace, et en ce que les pro- 
priétés générales de cette portion sont indépendantes 
de sa grandeur — tout comme les propriétés générales 
du fer appartiennent à chacune de ses parties. Ainsi, 
dans un grand comme dans un petit espace^ il y a le 
même nombre de déterminations possibles; on peut 
tirer autant de lignes dans un petit cercle que dans un 
grand cercle ; et tracer sur un carré de papier grand 
comme l'ongle , autant de figures que sur le sable d'une 
place publique. Dire que l'espace est homogène, revient, 
au fond, à dire que rien n'a une grandeur absolue. 

De là suit que toute détermination de l'espace, que 
toute figure jouit de deux ordres de propriétés : les 
unes^, indépendantes de sa grandeur, appartiennent en 
propre à sa forme, et constituent même l'essence de 
celle-ci ; les autres ne dépendent que de sa grandeur, 
et lui appartiennent en commun avec toute quantité. On 
peut donc changer la grandeur sans changer la forme , 
et la forme isans changer la grandeur. La grandeur jointe 
à la forme, c'est Isl position ou le lieu de la figure; c'est 
la figure même. Changez la grandeur ou changez la 
forme; le lieu, la position de la figure est changée; 
vous avez une autre figure. 

L'indépendance réciproque de la forme et de la grandeur, 
tei est le premier postulat de la géométrie. Nous avons 
étâiAi philosophiquement, en nous basant sur Fhomogé- 
rïéité de Fespace, la nécessité pour notre esprit de 
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concevoir et d'admettre cette indépendance. On nous 
objectera peut-être que nous n'en avons pas donné la 
démonstration géométrique; on nous demandera d'ex- 
pliquer comment on peut changer la grandeur sans 
changer la forme; ce qui revient à exiger de nous que 
nous donnions immédiatement les moyens géométriques 
de former des figures semblables. Nous donnerons 
ces moyens et même en général; mais nous soutenons 
ici que nous n y sommes pas tenus. Nous avons posé en 
fait \sL possibilité de l'existence des figures semblables, 
et pas autre chose; cette possibilité, nous la plaçons 
en tête de la géométrie : on ne peut nous interdire 
hautement ce qu'on accorde tacitement à d'autres. 
Avant même de donner la définition de la similitude , 
M. Blanchet dit que deux figures peuvent être équiva- 
lentes , quoique Irès-dissemblables ; Legendre , de son 
côté, ajoute que deux figures égales sont toujours sem- 
blables , mais que deux figures semblables peuvent être 
fort inégales : a-ton demandé à ces auteurs de prouver 
ces propositions qui sont , à la forme près , identiques 
avec la nôtre? Jusqu'ici on a admis subrepticement ce 
postulat ; pour nous , nous le plaçons en tête des pro- 
positions fondamentales de la géométrie. 

On nous dira encore : l'expression de forme est nou- 
velle en géométrie ; vous ne l'avez pas définie , ou la 
définition que vous en donnez repose sur celle de la gran- 
deur, et, dans tous les cas, elle n'est pas géométrique. 
Sans doute , ce terme a été jusqu'à présent proscrit ; 
mais la géométrie a eu tort de ne pas se servir du mot 
propre à la chose dont elle s'occupe ; car, comme le dit 
Czolbe , la géométrie n'étudie que la forme. Quant à la 
définition que nous en donnons, c'est la seule possible: 
la géométrie , comme géométrie , n'a pas à définir son 



objet; pas plus que rarithmétique na à délînir la 
grandeur; ou la mécanique, le mouvement. Essayez de 
définir Tune de ces idées , et vous tomberez infaillible- 
ment dans un cercle. Vous direz , comme l'Académie : 
la foi'ine, c'est la figure extérieure des corps; et, la figure, 
c'est la forme extérieure des corps. Vous définirez , avec 
un grand nombre de mathématiciens , la quantité ou 
grandeur , ce qui peut être augmenté ou diminué , sans 
songer que augmenter, c'est rendre plus grand , et que 
diminuer , c est rendre moins grand ; que , pour 
augmenter , il faut ajouter une grandeur , et , pour 
diminuer, ôter une grandeur. Ces définitions n'en sont 
pas. Veut-on toutefois une définition métaphysique de 
la grandeur et de la forme? Nous dirions que la première 
est la substance de la figure , que la seconde en est 
Yessence. Ce sont les deux manières dont nous aperce- 
vons tout phénomène. Matériellement , je ne puis pas 
changer la grandeur des choses , et je puis en changer 
la forme ; dans le domaine des faits , la grandeur , la 
quantité est en dehors de ma puissance , la forme dé- 
pend de moi jusqu'à un certain point; dans le domaine 
idéal , la forme s'impose à moi , et la grandeur est mon 
esclave ; je la change dès que je change d'unité, et l'u- 
nité est ar&i^mir^. Mais ces distinctions, qui peuvent avoir 
une certaine valeur pour les philosophes , n'ont aucune 
importance en géométrie. Le géomètre est obligé d'ac- 
cepter la forme, la grandeur et leurs propriétés, sans 
remonter à leur source, sous peme de cesser d'être 
géomètre et de passer dans le camp des philosophes. 

Après cette digression , reprenons la suite de notre 
sujet. 

Deux figures qui ont mcme grandeur sont dites équi- 
valentes. 
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Deux figures qui ont même forme sont dites sem- 
blables . 

Deux figures qui ont à la fois même grandeur et 
même forme sont dites égales. 

Les figures équivalentes ne diffèrent qu'en forme ; 
les figures semblables ne diffèrent qu'en grandeur. 

Changer la forme, c'est déformer ou transformer (i). 

Changer la grandeur, c'est augmenter ou diminuer ; 
mais , pour exprimer qu'on change la grandeur sans 
changer la forme, nous emploierons les termes de 
majorer ou de minorer; et en général, c'est-à-dire 
quand nous ne voudrons pas désigner particulièrement 
l'action de rendre plus petit ou de celle rendre plus 
grand, nous dirons toujours majorer. 

Lsi grandeur s'apprécie au moyen d'une grandeur arbi- 
traire, regardée comme absolue, et qu'on nomme unité. 

La forms s'apprécie au moyen d'une forme arbitraire 
mais fixe, qui prend différents noms selon les cas, 
et qu'on appelle tangente^ cercle de courbure^ parabole 
osculatrice d'un ordre quelconque, plari tangent^ etc. 

Et, en général, la figure peut s'apprécier sous le 
rapport à la fois de la grandeur et de la forme au moyen 
d'une figure fixe dans l'espace, qui se nomme axes 
des coordonnées^ lorsque ce sont trois droites qui par- 
tent d'un même point; plans coordonnés y lorsque ce sont 
trois plan& qui se coupent; plans de projections, en 
géométrie descriptive, etc. Cette figure fixe, quelle 
qu'elle soit , nous la nommons axe. 

Proprement , la figure et son axe forment une figure 
composée. L'axe peut être lui-même une partie de la 



( 1 ) On dit transformer^ quand une forme donnée est le but de la 
déformation. 



— 133 - 

figure ou la figure entière. C'est ainsi que les axes 
d*un triangle peuvent ôtre pris parmi ses côtés < 

Deux grandeurs qui sont dans le même rapport avec 
leurs unités respectives, sont dites proportionnelles. 

Dans deux figures semblables ^ les parties qui sont 
dans les mêmes rapports (1) à Tégard de leur figure 
totale respective prise pour terme de comparaison, sont 
dites homologues. 

Dans deux figures égales , nous nommons similaires 
les parties correspondantes sous le double rapport de 
la grandeur et de la forme. 

L'espace est homogène : il suit de là qu'une figure 
peut se transporter partout dans l'espace sans changer 
de propriétés ; deux figures égales sont donc , en gé- 
néral, superposables , et les parties similaires de Tune 
peuvent couvrir exactement les parties similaires de 
l'autre (â). 

L'espace est homogène : il suit de là que , dans la 
majoration i les diffiérentes parties de fespace croissent 
en proportion ; si je doublé l'espace , chaque partie de 
Fespace est doublée. Un objet composé de barres de 
cuivre et de barres de zinc , au contraire , un pendule 
compensateur , par exemple » n'est pas dans ce cas ; si 
on le chaufib , certaines parties se dilateront plus que 
les autres ; mais dans un corps homogène , toutes les 
parties se dilateront en proportion de leur grandeur 
respective. 

( 1 ) Ces rapports ne peuvent recevoir de définition précise que 
plus tard > quand on aura défini la direction et l'angle, 

(2 ) On voit que Texpression de eimilaire est plus précise que celle 
légale. Dans deux figures égales , en effet, les parties égaks ne sont 
pas nécessairement itmtkitrei : tels seraient deux polygones égaus 
réguliers en partie. 
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Nous allons passer maintenant à la critique de ces 
notions, telles que les exposent les géométries ordi- 
naires, et montrer par là qu'il est impossible, sans 
avoir recours à nos principes , d'en donner des défini- 
tions qui soient à l'abri de toute objection. 

De rEgolité et de TÉquivalenoe. 

Legendre, et, après lui, M. Blanchet, placent parmi 
les axiomes la définition de l'égalité , ce qui prouve que 
Ton n'est pas fixé sur la signification du mot axiome : 
« Deux grandeurs, ligne, surface, ou solide, sont égales, 
lorsqu'étant placées l'une sur l'autre , elles coïncident 
dans toute leur étendue. » (Livre I.) 

Cette définition n'est pas générale et philosophique , 
mais simplement particulière et empirique. Comment y 
faire rentrer l'égalité de deux intervalles de temps , de 
deux forces , de deux corps , de deux expressions nu- 
mériques ou algébriques , de deux membres d'une éga- 
lité, d'une équation quelconque, comme 5 -{-7=12? (i). 
On prend pour une définition de l'égalité un moyen de 
vérification : les figures sont égales avant qu'on les 
place l'une sur l'autre. Reste maintenant une difficulté 
relative aux figures symétriques ( les deux mains , ou 
deux figures symétriques sur une surface donnée , par 
exemple) ; car c'est là aussi , comme on le sent bien, et 



( 1 ) Il semble, au premier abord, que quelques-unes de ces égalités 
ne rentrent pas non plus dans notre définition ; mais c'est que la plu- 
part d'entre elles sont purement arithmétiques, c'est-à-dire, posées 
entre grandeurs^ abstraction faite de la forme. Si l'on voulait absolu- 
ment conserver celle-ci dans la définition de l'égalité, on ne pourrait 
dire 5 + 7 = 12 , car le premier membre n'a pas la même forme que 
le second. N'est-ce pas là encore une raison qui renforce ce que dit 
Kant sur ce jugement, qu'il regarde comme synthétique? 
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comme nous le démontrerons, un cas d'égalité, et il 
échappe à l'axiome de Legendre (1 ). 
Passons à la définition de l'équivalence : 
« J'appellerai figures équivalentes, dit Legendre , 
celles dont les surfaces sont égales. » (Livre III.) 

Si l'on rapproche cette définition de celle de l'égalité, 
on ne tardera pas à remarquer la confusion des termes 
définis : il en résulte, en effet, que, pour être équiva- 
lentes, deux figures doivent être égales, ce qui n'est 
pas la pensée de Legendre. On ne nous dit pas d'ailleurs 
quelle distinction on établit entre surface et figure : 
dans la seconde définition , la surface est évidemment 
autre chose que la figure ; dans la première , c'est la 
figure même. La confusion entre l'égalité et l'équiva- 
lence se reproduit plus loin, lorsqu'il fait remarquer que 
deux figures semblables peuvent être fort inégales. 
M. Blanchet a cherché à corriger Legendre : 
« L'aire d'une figure , dit-il , est le rapport de son 
étendue à l'unité de surface. — Deux figures équiva* 
lentes sont celles qui ont la même aire. » 

Mais ne pourrait-on pas voir une substitution de mots 
dans cette définition de Y aire basée en partie sur 
Yétenduel Cette définition est, en outre, inexacte et 
incomplète : — inexacte, car Vaire n'est pas un rapport^ 
mais une mesure ; le rapport de l'are au mètre carré 
est eent et cent n'est pas l'aire d'un are — incomplète , 
car elle ne s'applique ni aux lignes, ni aux solides. Ces 
vices proviennent de ce qu'on n'a pas voulu employer 
le terme générique de grandeur, qui simplifie le lan- 

1 ) Nous ne parlons pas de deux figures planes symétriques, parce 
qu'on en vérifie régalité en les rabattant l'une sur l'autre. Cependant 
l'opération du rabattement n'est pas proprement du ressort de la 
géométrie plane. 
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gage et le mécanisme de la pensée, tandis qu'on 
n'hésite pas à se servir des termes de longueur, aire, 
volume, qui servent à exprimer la grandeur des diffé- 
rentes classes de figures. 

De la tlmllitude. 

« Deux figures (1) sont semblables, lorsqu'elles ont 
les angles égaux chacun à chacun , et les côtés homokh 
guss proportionnels. Par côtés homologues, on entend 
ceux qui ont la même position dans les deux figures , 
ou qui sont adjacents à des angles égaux. Ces angles 
eux-mêmes s'appellent awgf/^5 homologues. » (Legendre» 
livre III). 

« En général , nous appellerons polygones sembla^ 
blés ceux qui ont les angles égaux chacun à chacun , et 
les côtés homologues proportionnels (en entendant par 
côtés homologues ceux qui sont adjacents aux angles 
égaux). » (Blanchet, livre IIl). 

« Les figures rectilignes semblables sont celles dont 
les angles sont égaux chacun à chacun , et dont les 
côtés placés autour des angles égaux sont proportion- 
nels. » (Euclide, traduction de Peyrard). 

Ces auteurs , comme on le voit , sont assez embar-* 
rassés pour définir les côtés homologues ; il est très- 
possible , en effet , que, dans deux figures semblables, 
des côtés non homologues soient adjacents à des an- 
gles égaux chacun à chacun. 

Cette définition est surabondante , c'est-à-dire , que 
pour être justifiée , elle demande un théorème intermé- 
diaire, qui s'énonce ainsi dans le cas du triangle: 
Deux triangles qui ont les angles égaux ont leurs côtés 
homologues proportionnels. Elle ne correspond pas à 

( 1 ) Il faut sous-entendre ici Tépithète de rectiligius. 
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l'idée vulgaire de similitude : deux triangles sont-ils 
semblables en tout et partout quand ils ont les angles 
égaux et les côtés homologues proportionnels? Ajoutez 
qu'elle est différente pour les figures rectilignes , pour 
les polyèdres, pour les courbes, pour les surfaces 
courbes. Pour les courbes, en effet, on ne peut plus 
parler d*angles égaux et de côtés proportionnels ; il 
faut avoir recours à d'autres caractères : 

<c Deux courbes sont semblables , lorsqu'on peut les 
placer de telle sorte, qu'en menant par un même point, 
des rayons vecteurs aux différents points des deux 
courbes, les rayons vecteurs dirigés suivant les mêmes 
droites, sont proportionnels » (Lefébure de Fourcy, 
Géométrie analytique). 

Cette définition n'est qu'un moyen de vérification ; 
et ce moyen est même impraticable en géométrie syn*- 
thétique ; car on ne dit pas comment on peut trouver 
cette position des deux courbes. De plus , elle iie s'ap- 
plique qu'aux figures planes. Pour les figures à double 
courbure on devrait dire : 

Deux figures sont semblables , lorsqu'on peut les ap* 
pliquer sur un même cône, de manière que les lon- 
gueurs des génératrices interceptées entre les courbes 
et le sommet soient proportionnelles. 

Cette définition seule serait générale pour les lignes, 
La difficulté augmente encore , quand il s'agit de dé- 
finir deux surfaces semblables , et notamment les sur- 
faces à double courbure. Bref, ces définitions, à 
l'inverse de quelques autres, permettent jusqu'à un 
certain point de tracer une figure semblable à uneautre, 
mais non de reconnaître directement , si une figure est 
semblable à une autre; c'est-à-dire, qu'elles manquent 
le but qu'elles semblent avoir en vue. 
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M. Noël (1 ) seul définit les figures semblables , celles 
qui ont la même forme; seulement il ne démontre pas — 
et c'est pourtant nécessaire — que les figures sem- 
blables jouissent des propriétés renfermées dans les 
définitions que nous venons de critiquer. Pour lui les 
triangles équiangles ont les côtés homologues propor- 
tionnels, et réciproquement; tandis qu'en réalité les 
triangles équiangles ont plus que leurs côtés homo- 
logues proportionnels , ils sont semblables. Cette lacune 
nous la comblerons plus tard, grâce au principe de 
l'homogénéité de l'espace. 

Les définitions que nous donnons de l'équivalence et 
de la similitude ont l'avantage d'être tirées d'un prin- 
cipe unique, d'être nominales, c'est-à-dire définitions 
de noms, et de ne rien préjuger quant aux propriétés 
de la similitude, en un mot, de satisfaire aux règles que 
nous avons données de la définition géométrique. En 
outre, la dernière est vulgaire, c'est-à-dire, répond au 
sens que l'on attache au. mot ressemblance; elle est 
d'accord avec ce que nous observons tous les jours 
dans les portraits, les gravures, les cartes de géogra- 
phie, les plans, les statuettes réduites, les effets du 
microscope, toutes choses qui ont pour but de laisser la 
forme intacte en n'altérant que la grandeur, de repré- 
senter en petit ce qui est grand , et inversement. 

Nous allons maintenant démontrer deux théorèmes 
généraux qui complètent et résument ce qui précède : 

Théorème I. Les figures semblables ont leurs lignes 
homologues proportionnelles. 

Soient deux figures semblables; supposons qu'une 
ligne quelconque P Q de la première ait pour homo- 

/l) Traité de Géomélne élémentaire, Liège 1844; préface, p. 3. 
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logue la ligne p 9 de la seconde , et prenons ces lignes 
pour unités respectives des longueurs des deux figures. 
Puisque les figures semblables ne diflPèrent qu'en gran- 
deur, en majorant la plus petite, elle finira par devenir 
égale à la plus grande, et leurs lignes homologues étant 
devenues égales ainsi que leurs unités, les rapports de 
ces lignes à celles-ci sont les mêmes des deux parts ; 
mais, par la majoration, j'ai augmenté toutes les lignes 
de la seconde figure proportionnellement ; donc , avant 
comme après la majoration , les rapports de ces lignes 
à leur unité étaient les mêmes que dans la première 
figure ; et Ton peut poser en général , entre des lignes 
homologues A M B et P Q de Tune , et amb et pq 
de l'autre , la proportion : AUB : V Q = amb : pq. 

Corollaire. Pour démontrer que certaines lignes sont 
en proportion, il suffit de prouver qu'elles sont suscep- 
tibles de former des figures semblables en y devenant 
homologues. 

Nous avons démontré un peu longuement peut-être 
une proposition évidente ; mais nous avons voulu ra- 
mener la proportionnalité des lignes homologues des 
figures semblables à la définition que nous avons donnée 
de la proportion. 

Théorème II. Quand deux figures ont leurs lignes pro- 
portionnelles , elles sont semblables. 

Majorant la plus petite, on la rend égale à la plus 
grande, puisque toutes ses lignes deviennent égales aux 
lignes de celle-ci ( d ); les deux figures ne difflèrent donc 
qu'en grandeur, et par suite sont semblables. C.Q.F.D. 

( 1 ) Il est inutile, pensons-nous , de prouver cette proposition que 
deux figures sont égales quand leurs lignes le sont. La réciproque de 
l'inverse à savoir, que deux figures sont inégales quand plusieurs de 
leurs lignes: sont inégales , est d'ailleurs de la plus grande évidence. 
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Ces deux théorèmes , si importants par leurs consé* 
quences, réduisent la géométrie à n'être plus que la 
science des formes et des comparaisons de grandeurs. 
Dans Tétude d'une figure, on fait abstraction de sa 
grandeur, parce que celle-ci est toujours à la disposi' 
tion du géomètre qui la change en changeant Tunité de 
mesure ou en majorant l'espace qui renferme la figure. 
Ils nous donnent enfin une définition nouvelle et plus 
géométrique de la forme : La forme dépend des rapports 
de grandeur des parties de la figure, 

Det procédéf de démonftratîon. 

Nous avons vu que, pour démontrer un théorème sur 
l'égalité de deux figures, il faut les superposer (1); que, 
pour démontrer que deux figures sont semblables, il faut 
démontrer la proportionnalité de leurs lignes, ou, ce qui 
revient au même, il faut les ramener à la même grandeur 
sans en changer la forme, et voir si elles sont égales. 
De même pour démontrer que deux figures sont équiva- 
lentes, il faut les déformer, sans en changer la gran- 
deur, de manière à les rendre égales. 

Nous allons préciser le précepte, et compléter ainsi 
ce que nous avons dit sur la preuve expérimentale et 
les lignes auxiliaires. 

Prenons pour exemple le théorème de Pythagore ; il 
s'agit de démontrer l'équivalence de deux figures dis- 
semblables, à savoir : le carré construit sur Vhypoténuse, 
et la figure formée par les deux carrés construits sur les 
côtés de V angle droit. 

Pour établir cette équivalence, deux artifices sont à 
notre disposition : — l'un , éminemment intuitif et 



( 1 ) Voir, dans le livre ITT , ce que nous disons sur les figures 
symétriques. 
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procédant par voie de discontinuité , consiste à re- 
trancher des parties égales des deux figures équivalentes 
et à montrer que les restes sont égaux; ou à ajouter 
des parties égales et à montrer que les sommes sont 
égales \ ou à combiner ces deux moyens, c'est-à-dire à 
,ôter et à retrancher à la fois des parties égales — l'autre, 
procédant par voie de continuité , consiste dans la 
transformation graduelle des deux figures, jusqu'à ce 
qu'elles aient la même forme. 
Voici des exemples de la première méthode ( 1 ) : 

On ajoute quatre fois le triangle 
rectangle à chacune des figures équi- 
valentes : les deux carrés AB et CD 
sont égaux , leur côté étant égal à 
la somme des deux côtés de l'angle 
droit du triangle ; et l'inspection seule 
de la figure suffit pour mettre le théo- 
rème en évidence. 
La seconde méthode procède, avons-nous dit, par voie 
de déformation continue : on transforme la moitié 

A B E du carré A B E D, en le 
triangle CB E, en faisant glisser 
le sommet A en C le long d'une 
parallèle A C à la base B E; de 
même on transforme la moitié 
PBR du parallélogramme PBRQ, 
en faisant glisser le sommet P 
du triangle P B R, en A, le long 
de P A parallèle à la base B R ; 





( 1 ) Voir deux démonstrations analogues dans le Magasin pitto- 
resque (1843); celle-ci nous appartient, croyons -nous , sans 
toutefois oser raffirmer. 



les deux triangles G B E et A B R sont égaux; donc, etc. 
On a ainsi déformé ou transformé deux figures équiva- 
lentes, les triangles ABE et PBR en deux figures 
égales, les triangles CBE et ABR. 

La première méthode de démonstration est plus in- 
tuitive que la seconde ; c'est une espèce de casse-tête 
chinois , comme le dit l'auteur des démonstrations re- 
produites dans le Magasin pittoresque; l'autre paraît 
plus rationnelle , plus géométrique , car elle procède 
principalement par voie de raisonnement; mais, en réa- 
lité, c'est la première qui sert de base à l'autre. La 
preuve en est le théorème fondamental de la mesure des 
aires : Un parallélogramme est égal à un rectangle 
de même base et de même hauteur; dont la démonstra- 
j^ 3 tion consiste essentiellement à 

71 transporter le triangle AFE en 

I eZ. Je B D G , à ajouter et à retrancher à 

la fois deux parties égales; ou, si l'on veut, à retrancher 
aux deux figures le même triangle , de manière qu'il 
reste la même figure AEDB; ou encore, à ajouter aux 
deux figures le même triangle, de sorte qu'il en résulte 
la même figure ABGF. 

Gette déformation ou transformation n'est pas tou- 
jours possible par les moyens ordinaires ; le cercle en 
est un exemple célèbre; on a démontré qu'il ne peut 
être transformé en carré. 

Malgré la symétrie que nous avons mise dans les 
modes de démonstration des théorèmes sur la forme 
et la grandeur, il y a pourtant entre ces modes une 
différence essentielle qui repose d'ailleurs sur la diffé- 
rence métaphysique de la grandeur et de la forme. La 
majoration est une opération précise , dont les moyens 
et le but sont connus , tandis que la déformation est 



arbitraire : dans la majoration , on agit suivant un pro- 
cédé déterminé; en déformant, au contraire, on opère au 
hasard, et i*on arrive au but à peu près de même. Et il 
est facile de comprendre qu'il doit en être ainsi : majorer 
et minorer, ou changer la grandeur, c'est aller du plus 
au moins, ou du moins au plus; pour passer de la 
quantité a à la quantité b, il n'y a qu'un chemin à 
prendre. Mais il n'en est guère de même pour passer de 
la forme Â à la forme B; les voies ici sont innombrables. 
De là cette différence profonde entre les démonstrations 
qui se rapportent aux formes et celles qui ont trait aux 
grandeurs. 

Pour nous résumer sur les règles de la démonstra- 
tion , nous dirons que la démonstration est une vérifica- 
tion^ une expérience. 

Toute vérification consistant à constater une égalité 
ou une inégalité , le moyen le plus intuitif, le plus im- 
médiat, le plus simple, est la superposition. Il conduit 
directement au but, quand on a à démontrer Yégalité de 
deux figures ; et indirectement , quand on a à établir 
leur équivalence ou leur similitude; dans le pren^ier cas, 
on transforme; dans le second , on majore. 

g 2. l'espace : homogénéité, isogénéité , continuité; 

POSTULATS ARITHMÉTIQUES. 

Un quantum est homogène, quand il se compose de 
parties semblables. — L'espace, le plan et la droite sont 
des quantums homogènes. 

Un quantum est isogène y quand il se compose de 
parties égales. — Outre les quantums précédents, la 
sphère , le cercle , les angles, l'hélice, les parallélipi- 
pèdes, les parallélogrammes, les surfaces de révolution 



sont absolument ou relativement isogènes , c'est-à-dire 
isogènes dans tous les sens ^ ou dans quelques sens. 

Un quantum est continu ^ quand il se compose de 
parties équivalentes. 

Ou encore : 

Un quantum homogène est indéfiniment divisible en 
parties semblables ; un quantum isogène , en parties 
égales; lin quantum continu , en parties équivalentes* 

Tout quantum homogène est à la fois isogène et 
continu, tout quantum isogène est continu; ces pro* 
positions résultent immédiatement des postulats sur 
la grandeur et la forme. Ainsi , ce qu'on dira de la 
continuité, se dira de l'isogénéité et de l'homogé- 
néité ; ce qu'on dira de l'isogénéité pourra se dire 
de rhomogénéité. 

C'est un fait d'expérience, dit M* Ueberweg, qu'un 
corps peut se mouvoir sans éprouver d'altération ; cela 
n'est possible que si nous regardons l'espace comme 
homogène. Pour cet auteur donc, cette homogénéité 
consiste en ce que l'espace est composé de partieô 
égales; celles-ci, il est vrai, ne sont pas juxtaposées, 
comme dans un polygone régulier , mais se pénètrent 
mutuellement. C'est une propriété qui fait que l'espace 
est divisible en parties égales arbitraires , les points 
de division étant eux-mêmes arbitraires; et qu'une 
partie quelconque peut occuper le lieu de toute autre 
partie égale. Mais cette notion de l'homogénéité est 
incomplète ; on ne pourrait pas dire, en ce sens, qu'une 
surface homogène est plane, qu'une ligne homogène 
est droite ; car cette définition conviendrait tout aussi 
bien à la surface sphérique et à la circonférence qu'au 
plan et à la droite. La circonférence, en effet, est homo- 
gène dans le sens de M. Ueberweg; une portion quel^ 
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conque d*une circonférence, peut glisser sur la circon- 
férence entière sans la quitter; la circonférence est 
divisible arbitrairement en parties égales , elle est com- 
posée de parties égales. Ce que nous disons de la 
circonférence s'applique également à la surface sphé- 
rique. Mais, dans Tune comme dans l'autre, une partie 
n'est pas l'image du tout , et elle diffère du tout, non 
seulement en grandeur, mais aussi en forme. Je n'en- 
gendrerai pas une circonférence en majorant un arc 
de circonférence, mais en l'ajoutant à lui-même ou 
en le faisant glisser sur lui-même; si je ne fais que 
majorer un are de circonférence, j'ai un arc semblable 
d'un rayon plus grand ou plus petit, mais non une 
partie ou un multiple de l'arc primitif. La circonférence 
et la surface sphérique ne sont pas homogènes comme 
la droite, le plan et notre espace, mais simplement 
isogènes y comme l'espace de M. Ueberweg. 

Nous avons maintenant à expliquer , et peut-être à 
justifier notre définition de la continuité (i). 

M . Ueberweg dit : « Une grandeur continue est celle 
que Von peut augmenter ou diminuer infiniment peu ; » et 
plus loin il ajoute : « Il existe un ensemble continu et 
homogène (isogène), divisible et extensible àVinfini, 
de lieux qu'un corps matériel peut occuper; cet ensemble^ 
nous le nommons espace. » 

Nous ne savons si l'infiniment petit peut entrer dans 
la définition de la continuité , si ce ne serait pas plutôt 
celle-ci qui devrait servir à expliquer celle-là; mais 
quoi qu'il en soit, la définition ne nous apprend abso- 
lument rien. Une grandeur discontinue ne peut-elle pas, 



(1) Continuité y liaison non interrompue des parties d'un tout; 
interrompre, rompre la continuité d'une chose. — Diction, de l'Acad. 



sans cesser d'élre discontinue , s'augmenter inlinimeut 
peu , soit que Ton augmente les parties continues de 
cette discrétion, soit que, dans les vides, on place un in- 
finiment petit qui se mette à croître continuellement? 
De plus, la continuité est une propriété absolue et non 
relative : une grandeur continue, qu'on puisse l'aug- 
menter ou qu'on ne le puisse pas, (la masse d'une pla- 
nète, par exemple) n'en est pas moins continue. 

Quant à nous , nous croyons être resté fidèle à la 
notion vulgaire de continuité (l). Un corps est continu 
quand il ne contient pas de vide. En géométrie, comme 
en physique, la notion du vide, de la figure négative , 
comme nous le dirons bientôt (2), n'est pas la notion 
du néant y du rien\ c'est la notion de quelque chose 
di autre , mais indéterminé : deux molécules séparées 
par un espace vide , ne sont pas séparées par rien , car, 
dans ce cas , elles se toucheraient. Cela posé , si je 
a b e i e m n considère une grandeur dis- 

I — r \\ \ r ~ I — continue abcdemn^ il est 

clair que je ne puis pas poser ab=^ge^=cd=de. Mais, 
me dira-t-on, puisque, dans une figure continue, les 
parties sont de môme grandeur , ne peut-on pas poser: 
mn = ag, en supposant que les portions de la ligne 
mn réunies fassent agf? La réponse se trouve précisé- 
ment dans ce mot réunir , qu'on vient intercaler ; c'est 
dire au fond : si les parties de mn, au lieu d'être dis- 
continues, étaient continues, et qu'elles eussent la 
même grandeur que ag , ne lui seraient-elles pas équi- 



(1) «L'espace est illimité et cojifinw , c'est-à-dire que Jafinde 
Tun est le commencement de Tautre. » (Albert de Gloss ; H'ïe rie^ 
enicleckte bisjetzi die neue Wissenschafl, Braunschweig, Westermann 
1859 , II.— La déflnition de M. Gloss rentre dans la nôtre. 

{1) Voir le paragraphe buivant. 
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valentes ? Ce qui est supposer le contraire de Thypo- 
thèse. Le quantum an n est pas la réunion des parties 
pleines de an , c est cet ensemble de plein et de vide , 
de grandeur posée et de grandeur 7iiée ; et Tune est 
grandeur au même titre que l'autre , quoique l'une ne 
puisse pas se remplacer par l'autre. L'idée de conti- 
nuité est inévitable partout , dans le domaine des 
sciences physiques , comme dans celui de la géométrie 
et de l'arithmétique : la détermination de la densité d'un 
corps suppose la continuité de ce corps. Bien plus, 
la porosité même ne se conçoit que comme continue ; 
et c'est pour échapper à cette contradiction éternelle , 
que l'on se jette dans les bras d'une autre contradiction, 
l'atomisme. 

De nos définitions de l'homogénéité, de l'isogénéité 
et de la continuité , résultent les règles de la génération 
des quantums. 

On engendre un quantum homogène, par la majoration 
de l'une de ses parties; on engendre un quantum iso- 
gène, en faisant glisser 1 une de ses parties sur elle- 
même; on engendre un quantum continu, en faisant 
glisser , en même temps qu'on la déforme , une de ses 
parties sur elle-même. 

Ces notions, qui sont les qualités fondamentales de la 
grandeur, les formes sous lesquelles elle nous apparaît, 
nous fournissent trois postulats , qui ne sont pas pro- 
prement des postulats géométriques , mais les postulats 
de la science de la quantité en général, des mathéma- 
tiques, ou, si l'on veut, de l'arithmétique seule. On 
a pu voir , par notre génération des sciences , que les 
postulats de celle-ci sont nécessairement des postulats 
de la géométrie, comme ceux de la géométrie sont des 

postulats de la mécanique. 

10 
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Nous demandons : 

au point de vue de Vhomogénéité , 

Que tout quantum puisse être considéré comme Vimage 
réduite ou agrandie d'un quantum plus grand ou plus 
petit ; 

au point de vue de Yisogénéité , 

Que tout quantum puisse être considéré comme le 
multiple ou le sous-multiple d'un autre quantum ; 

au point de vue de la continuité. 

Que tout quantum puisse être considéré comme la 
somme ou la différence d'autres quantums. 

Ces postulats peuvent se mettre sous la forme sui- 
vante , qui est plus vulgaire peut-être : 

Le tout peut être considéré comme Vimage d'une de ses 
parties ; 

Le tout peut être considéré comme le multiple d'une de 
ses parties; 

Le tout peut être considéré comme la somme de ses 
parties. 

Ces postulats sont aussi nécessaires et aussi inévi- 
tables l'un que l'autre. En arithmétique , la méthode 
connue sous le nom de réduction à l'unité ( 1 ) s'appuie 
sur le premier; et, comme nous l'avons vu plus haut, 
il constitue , en géométrie , le fondement de la théorie 
des figures semblables. 

La plupart des auteurs ont admis comme axiome le 
troisième des postulats arithmétiques, le tout est égal (2) 
à la somme de ses parties. C'est supposer qu'un quan- 
tum décomposé , puis recomposé , n'importe comment , 



(i ) Exemple : Si de la moitié d'un nombre on en ôte le tiers, le 
reste est 2. Solution ; Si ce nombre était V imité ^ le reste serait 1/6 ; 
ce nombre est donc 12* 

(2 ) Il faut proprement équivalent. 
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n*en reste pas moins le même quantum. Mais aucun 
d'eux n*a posé , ni en axiome ni en postulat , que 
te tout peut être considéré comme le multiple d'une de 
ses parties: qu'on peut, en général, établir, par exemple, 
c D entre une droite et Tune de ses 

parties , la relation AB =^ m. CD. 
Ils ont même cru que cette proposition n'était nulle- 
ment nécessaire, et dans chaque cas particulier, ils 
ont essayé de la remplacer par une démonstration à 
l'absurde. Nous sommes ici sur le terrain ' des incom- 
mensurables, et nous allons montrer, sur un exemple, 
combien sont illusoires les moyens par lesquels on a 
cru les éviter. 

Théorème (1). Quel que soit le rapport des doux 
angles ACB, ACD, ces deux angles seront toujours 
entre eux comme les arcs AB, AD, interceptés entre 
leurs côtés et décrits de leurs sommets comme centres 
avec des rayons égaux. 

A Supposons que ACB soit à A C D, comme 

/ li \ l'arc AB est à un arc AO plus grand que 

a/ / ; \b ad. (Le raisonnement est identique dans 

jH*1o la supposition de AO plus petit que AD). 

Divisant l'arc AB en parties égales, plus petites que DO, 

l'un atr moins des points de division tombera entre 

D et 0, au point I, par exemple; et l'on aura : 

ACB : ACI = AB: AI; 

mais par hypothèse on a la proportion : 

ACB : ACDs«AB: AO. 

Ces deux proportions ne peuvent subsister en môme 
temps, puisque les antécédents sont les mômes, et que 



( l ) LeaBNDRE , Géométrie , Livre II ; Proposition XVII. 
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rinidcs coiiséquenls AGI surpasse ACD, taudis que A 1. 
est surpassé par AO. Or, la première étant vraie, la 
seconde est nécessairement fausse. Donc , on a rigou- 
reusement : ACB : ACD = AB : AD. 

Le postulat admis, cette démonstration devient inutile, 
comme nous le montrerons bientôt. Mais permet-elle 
d'éviter le postulat? nous allons essayer de faire voir 
qu'il n'en est rien- Notre critique, complètement nou- 
velle, croyons-nous, revêt une apparence subtile et 
sophistique qui nous oblige à quelques développe- 
ments. Nous ne les regretterons pas si nous parvenons 
à nous faire comprendre. 

Toute démonstration suppose que la contradiction 
est possible. Dans le cas actuel , on nie que les angles 
soient entre eux comme les arcs. Le géomètre dit alors 
à son contradicteur : Si ACB n'est pas à ACD comme 
AB est à AD, donnez-moi un autre rapport; j'en mon- 
trerai la fausseté. — Et en effet, ce rapport étant 
supposé AB : AO, il montre, par une division de l'arc 
AB, en parties plus petites que DO , que le point a été 
pris trop loin. Mais son adversaire peut lui répondre : 
Je vois maintenant que la supposition AO ne vaut 
rien; plaçons le point où se trouve le point I, et 
votre démonstration n'est plus valable. — Le géomètre 
devra donc recommencer à diviser l'arc A B en parties 
égales , mais cette fois plus petites que D I , et son con- 
tradicteur ne se trouvera jamais convaincu que de la 
fausseté de la supposition actuelle , et non d'une suppo- 
sition quelconque. Sans doute, aussitôt qu'il pose une 
affirmation, on lui en montre la fausseté; mais s'il s'en 
tient purement à la négative , sans chercher à donner, 
lui-même une solution, s'il suit son adversaire pas à 
pas , attendant un point I , avant de placer le point , 
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.il le réduit ù rimpuissanoe, ou, tout au moins, à 
rinaction (4). 

On nous dira peut-être que nous condamnons par là 

toutes les démonstrations à l'absurde. Ainsi, par exemple, 

B si ACB + BCE :=:= 2 angles 

\ droits , les côtés A G et G E sont en 

E ligne droite. S'ils ne le sont pas , 

-D prolongeons A G en GD, et nous 

'' aurons , par voie de conséquence : 

BGE a BGD , ce qui est absurde. 

Mais il est facile de saisir la différence essentielle 
qui existe entre cette démonstration et la précédente. 
Le tracé de la droite auxiliaire GD ne dépend pas, 
de la supposition particulière de l'adversaire; qu'il place 
son côté CE comme il le veut, le prolongement CD ne 
varie pas , non plus que les formules , les équations , 
tandis que le point I converge indéliniment vers le 
point D. C'est l'adversaire qui se trouve forcé , quelque 
subterfuge qu'il emploie , de placer CE sur CD. Dans 
cette dernière démonstration, en un mot, ma con- 
struction, ma réponse est faite d'avance; quoi que 
dise mon adversaire, je n'ai rien à y changer, elle est 
absolue. Dans l'autre, au contraire, je dois attendre ce 
qu'il va dire , je n'ose tirer une ligne avant la sienne , 
ma réponse est relative, ad hominem. Sans doute, nous 
ne prétendons pas le nier, le mode de raisonnement , la 
nature de la construction restent les mêmes dans toutes 
les suppositions ; mais au fond il y a ici une véritable 
induction : on voit que ce mode de raisonnement est 



( l ) On pourrait dire aussi que cet argument n'est que le sophisme 
renouvelé d'Achille et de la Tortue. Nous renvoyons sur ce point au 
livre suivant où nous examinons Tobjection en traitant des Parallèles . 



applicable à tous les cas ; c'est comme si, pour prouver 
que le carré d'un polynôme contient le carré de tous les 
termes, plus leurs doubles produits deux à deux, on 
disait à l'adversaire : choisissez un polynôme , j*ai mon 
raisonnement tout prêt pour vous convaincre; je rélè- 
verai au carré. Cela suffit-il? (4). 

Mais admettons même la légitimité de l'induction, 
légitimité logiquement incontestable , nous le recon- 
naissons ; la dilliculté n'en reste pas moins sans solution 
complète, elle continue à subsister dans son essence. 
En effet, la démonstration suppose qu'entre le point D et 
le point on puisse trouver un point I intermédiaire, 
on d'autres termes, que l'arc DO est fini. Or, il s'agit 
d'établir que la proportion ACB : ACD=s AB : AD 
est vraie à un infiniment petit près. De plus , on ne 
peut supposer que, AD étant incommensurable avec AB, 
l'arc AI, qui est un peu plus grand que AD (le point I 
étant infiniment près du point D), soit commensurable 
avec AB ; en d'autres termes, la question est de savoir 
si, entre deux arcs, AD et AO, différant peu l'un de 
l'autre, il y a nécessairement un arc AI commensurable 
avec l'arc A B (2). 



( 1 ) Ainsi encore pour démontrer que , si par un point pris dans 
l'intérieur du triangle , on mène deux droites aux extrémités d'un 
même côté , leur somme est plus petite que la somme des deux 
autres côtés ; on tire une droite, prolongement de Tune des deux 
autres; et la démonstration est générale. Mais si pour une positioii 
du point intérieur, on devait tirer une droite ; pour une autre , deux 
droites ; pour une troisième , quatre droites, et ainsi de suite, pour- 
rait-on encore soutenir la généralité de la démonstration ? 

( 2 ) On emploie un procédé analogue pour démontrer que deux 
pyramides de bases équivalentes et de hauteurs égales sont équi- 
valentes ; seulement, il n^est pas nécessaire, pour la démonstration, 
de diviser la hauteur en parties aliquotesplus petites que la hauteur 
u prisme diff^ence ( Lbobndrs, Géométrie; Livre VI, prop, XVIT ). 
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Ce postulat inévitable en algèbre» où les quantités 
sont de leur nature continues , Test aussi en arithmé- 
tique : l'équation — = 0,333... n'est autre chose 

qu'une comparaison entre incommensurables, entre 1/3 
et les puissances négatives de 10. L'extraction des 
racines repose sur ce postulat : vouloir extraire la racine 
de: 2, et opérer sur le nombre 2 , comme si c'était un 
carré parfait, c'est admettre à priori que tout nombre 
peut être considéré comme un carré , ce qui , encore 
une fois, est un cas particulier de ce postulat. 
Dès que l'on admet comme vrai que , quelle que soit 

la grandeur des portions AB et CD 
Ai ' n ^'y^ quantum isogène , on peut 

poser AB = mCD, c'est-à-dire leur supposer une 
commune mesure, on peut démontrer immédiatement 
les théorèmes généraux suivants qui servent à coor- 
donner tous les théorèmes particuliers (mesure des 
angles plans et dièdres, des parallélogrammes de 
même base, des parallélipipèdes , etc). 

Lemme. Dans la génération des quantums isogènes ^ 
les parties de la partie génératrice engendrent des 
quantums isogènes. — Ainsi, étant donné un secteur 
élémentaire qui, par rotation autour du sommet, en- 
gendre un angle , l'arc élémentaire de ce secteur 
engendre l'arc de l'angle, quantum isogène. 

Définition. Le quantum engendré par la partie et 
celui engendré par une partie de celle-ci, forment ce 
que nous nommons un couple de quantums isogènes. 

Théorème I. — Dans un couple de quantums isogènes ^ 
le multiple de Vun des quantums correspond au même 
multiple de Vautre. 



Théorème II. — Devor cùvpks de quanlutns isogènes de 
même nature^ eest-à-dirc pouvant faire partie du même 
quantum , forment toujours une proportion . 

Ainsi, ayant les deux couples ACB, AB et ACD, AD, 
on peut écrire : 

ACB : AB = ACD: AD. 

Car, en vertu du postulat et du théorème , on a : 
ACB=m ACD, d'où AB=mAD, 

g 3. — l'espace : soude , surface , ligne et point; 

LES TROIS DIMENSIONS. 

Déterminer un espace, c'est le limiter, et ce qui est 
déterminé, ou la figure, provient de la position de l'espace 
en deçà et la négation de Vespace au delà de la limite. 
Toute figure positive a donc sa figure complémentaire 
ou négative. Je puis aussi bien appeler cercle , l'espace 
'jui s'étend depuis le centre jusqu'à la circonférence, 
que celui qui s'étend à partir de celle-ci jusqu'à l'infini. 
Il suffit en général de considérer l'une de ces deux 
figures : mais tantôt l'on étirdie l'une, tantôt l'autre, et 
parfois toutes les deux ensemble. Ainsi, la couronne 
A circulaire est tout aussi bien la partie 
commune au cercle positif A et au cercle 
négatif B ; c'est-à-dire à la figure ren- 
fermée par la circonférence A et à celle 
qui, s'étendant à l'infini, s'arrête à la 
circonférence B, que la partie non commune aux 
cercles positifs A et B ou aux cercles négatifs B et A. 
Quand on démontre que les angles externes d'un poly- 
gone sont égaux à quatre droits , c'est pour obtenir la 
somme des angles internes ; la figure négative sert à 
démontrer une propriété de la figure positive. Enfin , 
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pour donner des exemples plus décisifs , dans une 
courbe non fermée , on ne peut pas raisonnablement 
considérer plutôt un côté de la limite que l'autre ; 
Fhyperbole, quand on ne l'engendre pas par une section 
de cône , est tout aussi bien l'espace compris entre les 
branches concaves qu'entre les branches convexes de la 
courbe ; et tout le monde sait que pour calculer l'aire 
de l'hyperbole , on prend non un segment intérieur , 
mais un segment extérieur, parce que, pour ce dernier, 
la relation de l'aire à l'abscisse est très-simple. 

La figure positive et la figure négative comprenant 
tout l'espace, la limite qui les sépare n'est pas un 
espace. Je la nomme surface. Dans la surface , je puis 
concevoir de nouvelles déterminations , j'arriverai d'une 
manière analogue à l'idée de ligne — la ligne n'est pas 
une portion de surface — puis de celle-ci à l'idée de 
point — le point n'est pas une portion de ligne ( i ). 

Ainsi est résolue négativement la question de savoir 
s'il faut considérer, la surface comme l'écorce infiniment 
peu épaisse d'un solide , et si une infinité de surfaces 
superposées produisent un espace , etc. Avec un néant 
d'espace, un néant de surface, un néant de ligne, il 
est absurde de vouloir engendrer l'espace, la surface, 
la ligne. 

Cette manière fausse de considérer le point , la ligne 
et la surface, vient de ce qu'on peut engendrer la 
ligne , la surface et le solide , au moyen du mouvement , 



( 1 ) De même que toute figure à deux dimensions est toujours 
censée être tracée sur une surface, de même il faut regarder toute 
figure à une dimension comme tracée sur une ligne ; d'où Tidée 
d'une ligne négative, — Comparez ce que nous disons page 146, où 
les vides doivent être supposés occupés parune ligne arbitraire niée. 
Voir aussi le 4« paragraphe du chapitre II du livre suivant. 



c'est-à-dire en faisant intervenir un facteur homogène et 
par suite, indéfiniment divisible, le temps. M. Ueberweg 
a adopté aussi la notion des écorces infiniment peu 
épaisses pour en tirer celle de surface, mais en se 
basant sur la divisibilité à l'infini de l'espace; et, 
comme tant d'autres, il n'a pas voulu voir que la portion 
du corps obtenue par sa division à l'infini , comprenait 
toujours au moins deux surfaces. Mais nous reviendrons 
Bur ce point en parlant des éléments. 

Enfin, ceux qui définissent le point Tintersection de 
deux lignes, et la ligne l'intersection de deux surfaces, 
ne peuvent définir la surface Tintersection de deux 
corps. La considération seule des figures négatives et 
positives fixe le vrai sens du mot limite. Une feuille de 
papier rai-partie de blanc et de noir rend cette définition 
intuitive et sensible. 

Pourquoi maintenant n'y a-t-il que ces trois espèces 
de limites possibles? l.a réponse à cette question est 
un fait, un postulat de la géométrie : 

U espace a trois dimensions. 

Quand on considère les trois dimensions à la fois , on 
a les solides; faites abstraction d'une dimension, vous 
aurez une surface; de deux, une ligne; de trois, le 
point. Mais, nous le répétons, c'est là un fait irréduc- 
lible, inexpliqué jusqu'à présent, et inexplicable. 

II nous reste à définir la dimension. 

Toute figure peut s'engendrer par le mouvement de 
sa limite , que le mouvement générateur soit isogénique 
ou simplement continu, c'est-à-dire que la limite reste 
invariable ou se déforme pendant son mouvement. 

Tout quantum qui se pose extérieurement à lui-même 
par un mouvement continu, engendre un quantum d'un 
ordre supérieur. 



Le point est la limite génératrice première. Par un 
mouvement continu qui le place toujours en dehors de 
sa position précédente, il engendre la ligne ^ quantum 
du i^' ordre. De la même manière, la ligne engendre la 
surface^ quantum du 2* ordre; et la surface le solide, 
quantum du 3*" ordre. 

On appelle dimension le quantum qui donne la mesure 
€iu miouvement générateur par lequel on passe d'un 
mguantum d'un ordre quelconque à un quantum de l'ordre 
immédiatement supérieur. 

Ce quantum est pour la ligne sa longueur ; pour la 
surface, étant donnée la dimension de la ligne généra- 
~trice, c'est la largeur, ou ta trajectoire arbitraire (1) 
^'un point quelconque de cette ligne; enfin, étant don- 
nées les deux dimensions de la surface génératrice , 
pour le solide, c'est la hauteur, ou la trajectoire arbi- 
traire â*un point quelconque de cette surface. 

Les dimensions servent à mesurer le quantum donné ; 
elles sont indifférentes , c'est-à-dire peuvent se prendre 
Tune pour l'autre, car chacune d'elles est une ligne 

( i Ul est bon de foire loi une distinction : la dimension mesurée 
est nécessairement une ligne droite ivoir dans le livre III ce que 
nous disons sur les unités) , mais la ligne que Ton prend comme une 
des dimensions du corps , n'est pas nécessairement une droite. De 
même que» qutfnd je parle de la longueur d'un chmnin , quoique la 
longueur mesurée ( trois kilomètres par exemple ) , soit rectifiée, il 
n*est pas nécessaire que cette ligne soit droite; de mêmC) la largeur, 
ou la hauteur, en tant qu'elle est exprimée par une ligne tracée dans 
le corps , peut fort bien être courbe ou sinueuse ; telles seraient né- 
cessairement les dimensions d'une surface à simple ou à double cour- 
bure. Il est bien entendu toutefois que nous n'entendons pas dénier 
à la ligne droite ses qualités précieuses pour la mesure; nous 
voulons seulement établir que les idées intuitives de longueur, 
largeur et hauteur n'entraînent pas nécessairement avec elles Tidée 
4e droite^ 
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plus ou moins arbitraire dans le quantum (1). Nous 
disons plus ou moins ; car, par exemple , la surface 
génératrice étant donnée , la hauteur ne peut être une 
ligne de cette surface génératrice. Abstraction faite de 
l'intuition de Tespace , au point de vue de la quantité 
pure , les ordres de quantums sont en nombre infini ; 
de là, les quantités du 4% du 5*" ordre, etc. , dont parle 
l'algèbre ; de là même , l'étude possible des courbes à 
quatre, à cinq variables. Mais l'espace géométrique 
n'a que trois dimensions ; trois mouvements sont néces- 
saires et suffisants pour l'engendrer. Il est donc faux 
de dire : V espace a une infinité de dimensions , et par 
convention , on en considère trois principales ; c'est con- 
fondre avec le nombre des dimensions l'infinité des 
lignes mesures possibles, mais entre lesquelles on n'a 
qu'un choix limité. 

On a rarement cherché à donner la définition du 
mot dimension (2). M. Ueberweg le définit à peu près 
comme nous : 

« On nomme dimension , dit-il , la génération d'une 
série d'éléments hors d'un élément, par une position 
répétée un nombre fini ou infini de fois de cet élément. 

» Une série est une suite d'éléments procédant suivant 
une certaine loi. » 

De là , continue-t-il , la proposition : l'espace a trois 
dimensions. 

( 1 ) On a coutume de dire que la plus grande dimension est la 
longueur, et la plus petite la hauteur, ou épaisseur, ou encore profon- 
deur. De plus, on dit quelquefois que la surface n'a que deux dimen- 
sions , la longueur et la largeur. Il faut remarquer cependant que, 
même en parlant géométrie, on dit toujours la hmttmr d^yin triangle 
ou d'un rectangle, et qu'on ne parle pas delà longueur ùe ces figures, 
mais de leur hase. 

(2) Le dictionnaire de l'Académie dit que c'e-^t Vétendîte des corps. 



Ces déliuitioiis ne laissent pas cepeudaut de prêter à 

la critique. Ainsi, la dimension n'est pas une génération, 

mais une ligne ; la position répétée un nombre fini de 

/bis d'un élément, n'engendre pas une dimension; 

enfin, la série est produite suivant une loi, tandis que 

l*idée de loi n'entre pour rien dans celle de dimension. 

D'ailleurs , il est assez difficile de déduire rigoureu- 

s^ement de cette définition la proposition que l'espace a 

é^-w^is dimensions; on en déduirait plutôt celle-ci : Ves- 

a une infinité de dimensions. 

Quant à notre définition , outre qu'elle est d'accord 

vec l'étymologie, elle rend fidèlement, croyons-nous, 

idée vulgaire qu'on se fait des dimensions. Quand on 

value une surface, un terrain par exemple, on trace 

'%ane certaine ligne arbitraire qui sert à mesurer sa 

longueur; puis, en tant que l'esprit se reporte sur la 

Margeur y il fait mouvoir cette même ligne suivant une 

trajectoire arbitraire, qui sert à donner la mesure de la 

seconde dimension. 

g 4. — DE l'infinité de l'espace, du point, et des éléments 

GÉOMÉTRIQUES. 

Nous sommes ici au cœur de toutes les contradic- 
tions qu'entraînent ces notions premières , conditions 
de toute pensée philosophique ou scientifique. 

Ce que nous cherchons dans ce travail , ce n'est pas 
proprement , soit à les résoudre effectivement , soit à 
les déclarer insolubles, ce qui coupe court à toute 
discussion, nous voulons seulement chercher à préciser, 
autant que possible , les termes employés , et à trouver 
l'essence fondamentale des choses qu'ils expriment. 

Nous avons déjà accompli une partie de cette lâche 
par nos définitions do l'homogénéité, de Tisogénéitc 
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et de la continoité. Il nous reste à parler de l'infini , 
du point, et des éléments en général. 

La continoité exclut toute détermination; car qui 
dit détermination, dit par là même solution de conti- 
nuité. C'est cette première contradiction qui a été 
l'occasion de ces discussions interminables sur le point, 
la ligne et la surface : le point est-il une partie de la 
ligne? etc. La preuve toute géométrique que nous 
ayons donnée plus haut de la non-^présenee d'espace 
dans la surface, de surface dans la ligne, etc., doit 
nous suffire; c'est le premier pas dans le domaine de la 
géométrie , quand on sort de celui de la philosophie. 

Niez toute détermination , l'espace apparaît comme 
infiniment grand. L'infini mathématique est donc une 
négation de détermination, c'est Vindéterminé, ce terme 
étant pris dans son sens étymologique Ae^ non-déterminé, 
et non pas dans le sens de quelconque , de ceci ou cela. 
L'inflniment grand est une grandeur sans forme; la 
grandeur y a absorbé la forme, on ne peut s'en faire 
une image. II y a donc absurdité à se demander com- 
bien il y a de choses finies dans Finfini , combien il faut 
de formes pour arriver à la négation de la forme , où 
il faut placer la limite pour atteindre l'illimité. C'est 
pourquoi de l'espace infini on peut affirmer toutes les 
formes, parce qu'on les détruit en les appliquant a une 
grandeur sans limite.' Ainsi , on peut dire de l'espace 
infini que c'est une sphère dont le rayon est infini ; un 
cube dont les côtés sont infinis; un tétraèdre dont l'apo- 
thème est infini, etc. 

D'un autre côté , l'absolument déterminé , ce qui 
n'a de détermination que lui-même, c'est, dans 
l'espace , le point mathématique , c'est une forme sans 
grandeur; celle-ci y est absorbée par cdie-là. Cette 
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notion coupe court à toutes les questions que le point 
a fait naître. On peut donc affirmer du point toutes les 
formes dont on nie la grandeur; c'est une sphèi^ dont 
le rayon est nul, un cube dont le côté est nul, un 
tétraèdre dont l'apothème est nul , etc. ; et la définition 
donnée par l'analyse {x — (iY-{-{y — bY^{%—cy=^o^ 
n'est autre chose que la première. 

Le point est donc ce qui sert de limite par excelleuce; 
de sa nature il n'est que limite ; et par là se justifient et 
s'expliquent en partie la plupart des définitions qu'on 
en a données (1). 

1. Le point est ce qui n'a aucune partie ( Ekiclide ). 

2. Punctum est, quod quaquaversum seipsum ter- 
minât, sed quod non habet terminos a se distinctos 
(Christ. Wolff). 

3. On nomme point toute place déterminée dans 
l'espace, lorsqu'on veut la désigner comme telle 
(Bretschneider)(2). 

4. Le point est la limite de la ligne (Siaudl). — Les 
extrémités d'une ligne se nomment points (Legendre). 

5. Le point est le lieu où deux lignes se coupent 
(Blanchet). 

6. Le point est ce qui n a aucune dimension (Kunze). 
l"" La définition d'Euclide est purement négative , et 

beaucoup trop large puisqu'elle s'applique aussi bien au 
moment , à l'intelligence, à l'âme , à la vie, etc. 

2!* La définition de Wolff rentre dans la nôtre ; mais 
elle manque de clarté , et l'on ne voit pas en quoi elle ne 

( 1 ) Ce qui va suivre est en grande partie tiré d'un travail de 
M. Feehner (Journal de Fîchte, 1858, 2* cahier, page 160, Ueber den 
Punct. ) 

. (2) Jede bestimmte Stelle in dem Raume, wenn sie als solche be* 
sieidifiet werden soU , wird ein Punkt genannt. 
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sapplicfuerait pas au cercle ou à toute autre ilgurc 
fermée. 

3° Cette définition est tautologique ; car on ne peut 
fixer une place dans Tespace que comme un point déter- 
miné. Cette définition rentre aussi en partie dans la 
nôtre , qu'on pourrait traduire comme suit : 

Le point est ce qui est déterminé par soi-même. 

i"" Le point est partout dans la ligne, et non seulement 
à ses extrémités (1). C'est ce que prouve la définition 5. 

5® Celle-ci serait meilleure si l'on disait : où deux 
lignes peuvent se couper; car le point est sur les lignes 
là même où elles ne se coupent pas. Quand une ligne 
coupe une surface, Tintersection n'est-elle pas un point? 
Quand deux lignes se touchent en un point sans se 
couper, deux cercles tangents, par exemple; quand 
deux surfaces , deux sphères se touchent , n'est-ce pas 
encore en un point? Enfin, comment faire rentrer dans 
cette définition , ainsi que dans la précédente , le centre 
d'une sphère ou d'un cercle , les foyers d'une section 
conique , etc. ? 

6** Cette définition a les mêmes inconvénients que 
celle d'Euclide. 

Nous aurions encore à citer la définition de M. Ueber- 
weg : Le point est l'élément simple de l'espace ; mais la 
critique en sera mieux à sa place quand nous aurons 
parlé des éléments. Pour le moment, nous nous bor- 
nerons à demander ce que cest que la simplicité? Il 
ne serait pas facile d'en donner une autre définition 
que celle d'Euclide ou de Kunze (2). 

\ 1 } « C^est comme si Toh définissait, dit M, Fechner, la cellule^ une 
utricule à Tcxtrémité d^une plante. » 

(2) Nous faisons remarquer que la définition que nous avoiis 
donnée du point , quand nous avons déduit les notions de surface 
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Il est temps que nous précisions le sens de ce terme 
élément, dont nous avons fait usage en maint endroit 

sans le définir ( 1 ). 

On entend par élément d'un corps ^ la plm petite partie 
de ce corps qui puisse en exprimer Ira nature ; c'est le 
corps réduit à son minimum; de sorte que Télément 
permet de remonter au corps entier. Ainsi l'élément de 
l'eau , c'est la partie d'eau la plus petite possible , une 
molécule d'eau (2); l'élément du nitrate de potasse, 
c'est une molécule de nitrate de potasse; molécules qui 
renferment toutes les propriétés de l'eau, toutes les pro- 
priétés du nitrate de potasse. Il ne faut pas confondre 
les éléments d'un corps avec les parties élémentaires 
(les parties de l'élément), les parties constitutives de ctf 
corps, qui sont : pour l'eau, l'oxygène et l'hydrogène; 
pour le salpêtre, l'acide nitrique, et la potasse ; et pour 
ceux-ci, l'oxygène, l'azote et le potassium. L'oxygène, 
l'hydrogène , l'azote , etc. , ne sont regardés comme 



et de ligne, rentre en quelque sorte dans celles de Legendre 
et de Staudt , mais n'est pas sujette au même reproche , puisque 
nous considérons la ligne comme indéfinie, et le point comme 
la séparation entre la ligne négative et la ligne positive; ce qui 
est le mettre partout dans la ligne. Quant à la seconde défi* 
nition , elle n'est pas géométrique, mais purement philosophique ; 
elle est placée en regard de celle de Vinfininieni grande et montre le 
point comme le résultat de l'abstraction de la grandeur, de même 
que Finfiniment grand est le résultat de l'abstraction de la forme. 
Mais toutes deux confirment notre postulat premier de la grandeur 
et de la forme et de leur union indépendante dans la figure. 

( 1 ) Le dictionnaire de l'Académie ne s'explique pas là-dessus ; il 
parle des quatre éléments des anciens, des éléments ou corps simples 
de la chimie, des éléments du langage, etc.; mais les éléments , les 
parties constitutives d'une chose , il ne les connaît pas. 

l2) Au mot moléeiUe, (lu'il définit une petite partir , le diction- 
naire de l'Académie parle de molécules élémentaires. 

11 



éléments , que si l'on considère ie corps cbimique en 
général , de sorte que les éléments d*un corps se 
trouvent eux-mêmes composés d'autres éléments, et 
ainsi de suite. Mais alors le terme d'éléments est pris 
dans un sens différent, que nous venons d'indiquer» 
celui de parties simples ou élémentaires. 

C'est donc à tort que l'on fait quelquefois du point 
l'élément de l'étendue. La négation de l'étendue ne peut 
nous donner la représentation en petit de l'étendue; 
avec la négation de l'étendue on ne peut produire l'éten- 
due. Confondre le point avec l'élément , c'est se mettre 
en contradiction avec l'idée même d'élément. 

Appliquons maintenant cette théorie aux âgures de la 
géométrie. L'élément d'une figure, c'est donc la plus 
petite partie de cette figure qui puisse nous donner 
l'idée de la figure entière. L'élément de la droite sera 
deux points consécutifs; l'élément du cercle, trois 
points; l'élément de la parabole, quatre points, etc. 
En effet , ces deux points , ces trois points , ces quatre 
points étant donnés , on peut construire la figure 
entière à laquelle ils appartiennent II suit de là que 
Félément d'une ligne droite se trouve être une partie 
constitutive de l'élément d'un cercle , d'une parabole , 
d'une ellipse ; que l'élément d'un cercle se trouve être 
impliqué dans l'élément de la parabole, de l'ellipse, etc. 
Cette remarque nous conduit immédiatement à la théorie 
des contacts , des tangentes , des cercles osculateurs , 
des paraboles osculatrices , etc. Si l'élément d'une ligne 
est une partie constitutive de l'élément d'une autre 
ligne , la première est dite osculatrice par rapport à la 
seconde ; si cette première est une droite , on a la tan- 
gente; si c'est un cercle, le cercle osculateur; si c'est 
une parabole , la parabole osculatrice, etc. 



Nous éôtHfnes ainsi l^aftiènés à tidtre clàssiflcatiOD des 
figtfi'ës^ et lés deux théorie^ se eônflrmeiit Tune l'autre. 
Noii* àtôns efl outre ici lés unitéà de fotme dotit nous 
ttfods pdrïë plds haut. 

Eti effet, qU'ëst-ce^ par eieittple ^ (ju'ûn ôercle osou- 
lateUr ? C'est dti eei'ele lâesure auquel se rapporte la 
fbifmë d^dfte cotirbe dôndée dtitour d'Un point; il en est 
dé fâdme de la parabole ùscalatrlee ^ et de la tangente. 
hik tangeiltë e^t la plus simple mesure des formes; 
par là tarigéiïte^ on apprécie là fornie de la courbe 
atftoui^ dé ee qu'on appelle le point de contact * q&i est 
prôpreiïiéîrt Yélémentdécmtàct, c'est-à-dire deux points. 
C'est ce qui explique l'importance des tangentes et des 
norinales en géofhélrie, et ôellé dés courbes oseulàtrioeà 
en géométrie «nalytiqué. On voit également par là 
pourquoi le dessinateur qui met Une courbé ed perspec- 
tif e, Se contente dé prendre k perspectite d'un certain 
tiOinbré dé tangentes à cette courbe (1). 

Ainsi doné, BfOtts pouvons aussi considérer une 



( 1 ) C'est utt tort des liTréè êféitietotàireè Eut fe géôfméttîe, éé tte pas 
ddtoer qtielCjf^s explieations suf Fîntro^ction de termefif et do 
Ogureô tels que lès tangeoFtes.- L*élève est tenté de regarder celles-ci 
comme de simples curiosités , et de mener par analogie des cercles 
tangents à des courbes , cercles qui né sont' d'aucune utilité eïï géo- 
métrie. Htûuéf Voùdrîoiié àtïÈÉi qù^aii liett dfe là définition otdin^tè 
dô la tangéiiftè, Uûe droite qiH n'a qu'un point de commun avec une 
courbe ^ on introduisit enfin la définition réelle , la taiigente est une 
sécante qui passe par deux points consécutifs. En efiFet , outre qu'elle 
est la seule possible en géométrie analytique et eri calcul diflfëretitfél, 
elle à l'ah^antàgef de rendre rai^ii de cef fait, que la ta^ïgèlnte ^t 
toute déterminée de position, ce qui est inexplicable au cas où elle 
n'aurait qu'un point de commun avec la courbe; car par un point 
on peut faire passer une infinité de droites. Ouant aux théorèmes 
élémentaires sur les tati^etites, ils se démontrent avec la même 
fàf^îtkéi 
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courbe comme composée d^éléments de droites , d'élé- 
ments de cercles , de paraboles, etc., suivant la nature 
de son propre élément; dans tous les cas, on peut la 
considérer comme composée d'éléments de droites. C'est 
ainsi que l'oxygène fait partie de l'élément de l'acide 
nitrique ; l'acide nitrique , de l'élément du nitrate de 
potasse; et ainsi de suite. Enûn, considération qui 
nous a été utile dans la classification des figures, 
l'oxygène est plus simple que l'acide nitrique , parce 
que les éléments du premier ne sont que des parties 
des éléments du second; et pour la même raison, 
l'acide nitrique est plus simple que le nitrate de po- 
tasse. Nous pouvons dire, par conséquent, que la 
ligne droite est plus simple que le cercle et que toute 
autre courbe, parce que son élément entre comme 
élément constitutif dans celui du cercle, et dans celui 
d'une courbe quelconque ; que le cercle est plus simple 
que la parabole, celle-ci que l'ellipse, etc. Enfin, pour 
en finir avec les analogies , ces considérations sont d'un 
usage journalier en astronomie, où l'on ne peut souvent 
qu'observer une partie du chemin des astres — ce qui 
est le cas pour les comètes — et , de cette partie , 
conclure la forme de la trajectoire. Les unités de 
forme y trouvent aussi leur emploi: tout le monde sait 
que l'on considère comme parabolique la trajectoire do 
la comète dans la partie qui nous est visible , ce qui 
revient à substituer une forme plus simple à une 
autre plus compliquée ; souvent aussi on regarde la 
trajectoire des planètes comme ci)*culaire , et dans 
d'autres cas , quand il s'agit d'espaces de temps très- 
courts, comme rectilignc. 

Il est inutile, croyons-nous, d'étendre la théorie des 
cléments aux courbes à double courbure et aux sur- 
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faces; cela n'offrirait plus d'intérct. Quant à ranlinomie 
inhérente à Tidée de deux points consécutifs , elle 
est née avec Tidée de continuité , c'est-à-dire qu'elle 
est aussi vieille que l'esprit humain. Pascal Ta déve- 
loppée avec beaucoup de force dans ses Pensées sur 
la géométrie en général. C'est là qu'il montre que deux 
indivisibles (deux points, d'après la définition d'Ëuclide) 
ne peuvent se toucher sans se confondre, ou sans cesser 
d'être indivisibles. L'élément est une limite fictive 
que notre esprit imagine pour s'y reposer , de môme 
qu'il imagine des unités de longueur, de surface, de 
volume, de temps, de force, etc. Si nous considérons 
une ligne droite, ou une ligne quelconque, nous la 
voyons ne pas cesser d'être ligne, quelque petite qu'elle 
soit; c'est une conséquence immédiate de l'homogénéité 
de l'espace. La petite ligne est aussi bien ligne que la 
grande, et il y a en elle autant de déterminations pos- 
sibles que dans celle-ci. Si pourtant nous prenons la 
ligne à un instant donné pour terme de comparaison, 
nous pouvons dire qu'elle devient plus grande, ou plus 
petite. De même que nous prenons une ligne arbitraire 
pour point de départ de notre procès , nous imaginons 
un point d'arrivée , qui , dans un sens , est l'infiniment 
grand (1), dans l'autre sens, l'élément. Le procès est à 
sa fin quand nous avons obtenu une grandeur qui ne 
peut plus être augmentée, ce qui implique une absur- 
dité ; ou une grandeur qui ne peut plus être dimi- 
nuée, autre absurdité. D'un côté, comme nous l'avons 
dit, nous supprimons la forme ; de l'autre, la grandeur. 



{ 1 ) Toute courbe fermée peut et doit être en effet considérée 
comme revenant indéfiniment sur elle-même. Le cercle est une 
spirale dont le pas est nul. 



Mais ici— et c'est Terreur de M, Ueberweg quand il croit 
obtenir le point par la division à Tinfini , par la oopsi^f 
dération des termes d'une série en progression décrois-^ 
santé — nous ne détruisons que le contenu , tout en 
conservant la forme ; nous nous arrêtons à la limite pu 
la forme va disparaître ; nous conservons la détermi- 
nation elle-même — les deux points avec un contenu nul 
pour la ligne droite. Quand, avec M. Ueberweg, on réduit 
l'élément au point unique, on est en face de cette diflpH 
culte qu'on ne peut plus lever, celle de reproduira 1b 
droite. En effet, si par un procès continu on ^ ramenp 
la droite à sa plus petite valeur, à son élément, on doit 
pouvoir, par le procès inverse, partant de celte plus 
petite valeur, revenir à la ligne primitive. Qr c'est (?e 
qui devient impossible quand on n'a plus qu'un point, 
car par un point peuvent passer une infinité de droites 
autres que celle qui Ta fourni. Enfin, en réduisant iou3 
les éléments à des points , il est impossible de parler 
encore d'éléments , dans le vrai sens du mot. 



LIVRE \\l 



CBITIQUI fttlÉRill ET SOIOTIOIS. 



Ce livre est le couronnement de I9 tâche que nous 
avons entreprise. Nous avons à y faire voir que l'exis- 
tence de propositions indémontrëes au seuil de la 
géométrie , telle qu'on renseigne aujourd'hui , provient 
de la non-application des principes déduits plus haut — 
ce sera l'objet du premier chapitre — et, en outre, à 
édifier sur sa nouvelle base la géométrie future — ce 
sera la matière du second chapitre. La solution de ce 
double problème est, croyoqsi-nous, le critérium le plus 
sûr de la théorie philosophique qui nous y a conduit. 



CHAPITRE P^ 



DES ANCIENS POSTULATS DE LA GÉOMÉTRIE. 



Ce chapitre comprendra deux paragraphes : dans le 
premier, nous rechercherons la nature précise du pos- 
tulat ; dans le second, nous ferons l'énumération métho- 
dique des propositions jusqu'ici indémontrées. 

g 1er— ORIGINE DES ANCIENS POSTULATS DE LA Gî<50MÉTRIE. 

« Un principe quelconque de la géométrie pure , dit 
Kant , n'est pas plus analytique qu'un principe arith- 
métique. La proposition : entre deux points la ligne 
droite est la plus courte possible , est une proposition 
synthétique. Car mon concept de droit ne renferme rien 
de relatif à la quantité , mais seulement une qualité. Le 
concept de plus court est donc complètement ajouté , 
et ne peut être dérivé par aucune analyse du concept de 
ligne droite. On a donc ici besoin de l'intuition comme 
de l'unique moyen de rendre la synthèse possible (1 ). » 

Hegel combat cette opinion de Kant : « On peut 
remarquer en passant, dit-il, l'étrange bizarrerie de 
Kant de soutenir que la définition de la ligne droite 



( l ) Critique de la liaison pure. Introduction ; trad. de Tissot. 
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(le plus court chemin entre deux points) est une propo- 
sition synthétique, en ce que mon idée de droit ne 
renferme riep de relatif à la grandeur, mais seulement 
à la qualité. En ce sens , toute définition est une pro- 
position synthétique. Le défini, la ligne droite, est 
d'abord une intuition ou représentation , et la détermi- 
nation qu'elle est le plus court chemin entre deux points, 

produit le concept Ce qui fait la différence du 

concept et de l'intuition , c'est que l'un n'est pas dans 
l'autre, et c'est pourquoi une définition est nécessaire. 
Il est clair à l'évidence que cette définition est analy- 
tique : la ligne droite se laisse ramener à la simplicité 
de direction; or, la simplicité prise en rapport avec la 
quantité (Menge) donne la détermination de p/f/^ petite 
quantité, et ici , celle de plus court chemin. » 

On pourrait renvoyer à Hegel l'expression inconve- 
nante dont il se sert à l'égard de Kant. Qu'est-ce que 
cette simplicité, qui, d'abord prise par rapport à la 
direction , l'est ensuite par rapport à la quantité , et 
qui devient le plus court chemin? En admettant que 
cela soit vrai , et que la simplicité de direction se laisse 
ramener à celle de plus court chemin , comment Hegel 
a-t-il pu soutenir que cette transformation était analy- 
tique, dans le sens que Kant attribuait à ce mot? 
Trouver que la simplicité de direction est intimement 
liée à celle de plus court chemin , n'est-ce pas ajouter 
à l'idée de direction quelque chose qu'elle ne compre- 
nait pas d'abord , faire un jugement synthétique dans 
le sens kantien? 

Toutefois, voici comment s'exprime à ce sujet un philo- 
sophe de l'école de Hegel , M. Frantz, qui a appliqué 



(1) Nalurphilnsophie , J 256. 
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aux mathématiques m particulier la logique de son 
maître : 

a En réalité, les objets de la mathématique , quoique 
déterminés par les catégories les plu$ simples , ne sont 
pas purement simples ; ils contiennent une pluralité de 
déterminations, et doivent en être considérés comme 
l'unité. De là vient Tincertitude de savoir quel parac^ 
1ère doit servir de définition. Ainsi, pour Euclide, la 
ligne droite est celle qui est située semblablement entre h^ 
points; pour Legendre , au contraire , cest h plus court 
chemin mtre deux points . Ces deux déterminations spnt 
différentes, mais chacune d'elles détermine la droite, 

» La définition donc , au contraire du concept , ne 
donne pas , en général , tout le contenu de la cho9e. 
Par suite , pour pouvoir, au moyen de la définition , 
aller plus loin, tous les moments (de l'évolution de 
ridée) sont nécessaires ; et là est l'origine des axiome», 
On ne peut donc pas rechercher ici un fondement à 
l'axiome, car il est clair en soi, et c'est, en quelque 
sorte, un fait de la conscience. » 

Vient ici Fénumération des cinq sixiomes ordinaires 
de la géométrie. Arrivé au quatrième : une ligne 
droite est le plus court chemin entre deux points ; ou , 
dans le cas où cette proposition constituerait la défi" 
nition de la droite : deux lignes droites ne renferment 
aucun espace. M- Frantz dit : 

<c La ligne droite est déterminée qualitativement — 
droite — et en même temps elle est une grandeur — 
une longueur. Comme l'espace même est grandeur, s#3 
propriétés qualitatives sont simplement de grandeur. 
La ligne droite est donc en même temps grandeur et 
qualité. Cet en même temps, l'entendement ne peut le 
saisir , il laisse l'une en dehors de l'autre, P^r la défi- 
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nitiop, 1a ligne droite ne peut être déterminée que 
suivant Yune de ses déterminations ; c'eut pourquoi h 

^etmâfi iloît fitre pp^ée ^^omme propo9itioQ fondamentale. 
I^a définition aontient^U9, comme ebei& Ouclide, ^w^ 
lement le moment qualitatif de la ligna droite , aloi»» 
Taxiome doit être qu'elle e«t le plus conrt chemin • 
— Cette proposition eat indispensable ; c'est là^essns 
que repose l» reotiôejition du cercle , dont Enclide ne 
donna pus, il est vrsi> Is tbâoFie, Quand il «jonte eomme 
vmm que deux lignes droites ne peuvent l'enfernw 
d'espgee, il commet tont simplement une erreur; osi? 
ce n'est ]h que le moment qualitatif, et on peut le déduire 
tp^simplement de Is définition.— I^a ligne droite est 
déterminée qu«Ut*tivem8»t quand elle l'est quantitsti-r 
vem^nt, sfi qualité est quantité , sa quantité est qualité, 
Gomme grandeur en général, elle n'a ni qette gran^ 
d«iw)i m cette grandeur-l^ , mais ^ grandeur , qui la 
dislingue de toutes les lignes , car c'est précisément sa 
qualité. U simplielté de sa direction n'est donc rien 
au(^ ebose que reii;ppession de son expansion comme 
grandeur i^kj^m Cmmtr^^tion ihre^ Ausêemmnii^r^f 
dm m é^h Qmm i^i)\ son expansion , sa grandeur, est 
t^n même temps réduite au minimum — la ligne droite 
f,$t le plus court eliemiu entre deui^ points. L^egendre, 
qui accepte cette proposition pomme déflnitiou, pose 
avec raison le moment qualitatif dans l'ai^iome \ d^m 

VW^i 4 1^^ (^#tv^ on ne p&^t tirer giime spule li^ne 4vQiff . 
Il eal clajr gne fieite proposition n est que la définition 
d'^uelide sons ferme apagogique- Si l'on pouvait tirer 
entre deu« points plnsieurs lignes droites , eeUes^ci ne 

seraient pas placées semblablement eptre tous leurs 
points : deux points de l'une d'elles appartiendraient à 

une autre, pendant que cell^l^ serait plaeée m tous ses 
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autres points en dehors de cette seconde ligne et par 
conséquent , autrement. » ( 1 ) 

Quoi qu'il en soit de cette dernière démonstration , 
ce passage peut se résumer facilement en cette propo- 
sition : La ligne droite est déterminée qualitativement 
aussi bien que quantitativement ; et Tune des détermi- 
nations emporte l'autre. Sa détermination qualitative , 
c'est la constance de sa direction (si toutefois c'est là ce 
que signifie la définition d'Euclide); sa détermination 
quantitative , c'est celle de plus court chemin ; prenez 
pour définition l'une ou l'autre de ces propriétés, le sujet 
droite, défini par l'une, aura nécessairement pour attri- 
but l'autre; et l'on peut dire en axiome : la ligne droite 
(simplicité de qualité) est le plus court chemin {sim- 
plicité de quantité); ou bien : il n'y a qu'un plus court 
chemin entre deux points quelconques (simplicité de 
qualité) d'une droite (simplicité de quantité). Admettant 
même que la simplicité de qualité soit la constance de 
direction, que la simplicité de quantité soit la longueur 
minimum — ce qui ne laisse pas de supposer en nous 
une grande dose de foi — en sera-t-on , en réalité , plus 
convaincu de la nécessité de la liaison de ces deux attri- 
buts, liaison que l'entendement ne peut saisir? On 
cherche à prouver l'axiome par cette nécessité , et c'est 
celle-ci qui forme l'essence de l'axiome. C'est tellement 
vrai que l'on sera toujours plus disposé à admettre 
l'axiome géométrique : la ligne droite est le plus court 
chemin entre deux points, que la proposition Hégélienne: 
la simplicité de qualité est intimement liée à la simpli- 
cité de quantité , parce que, dans les mathématiques , la 
qualité c'est la quantité, 

• • . \ 

( 1 ) Die Philmophie der liÊathematik; Leipzig, 1842, p. 95 et sulv. 
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Mais Hegel a fail une remarque imporlaule — qui 
douuait même raison à Kant , s'il y avait fait atteiitiou 
— c'est que la ligne droite (et nous pouvons ajouter, le 
plan) est d'abord une intuition ou représentatimi. Quand 
on dit : lu ligne droite est le plus court chemin , il n'y 
a pas là une définition , une équation exacte entre deux 
membres , il y a une proposition sur la ligne droite : le 
sujet (ligne droite) est quelque chose de connu, une 
intuition , et le plus court chemin est une propriété que 
l'on affirme de cette intuition. Aussi l'idée de droit, en 
tant que le plus court cliemin , n'est pas proprement un 
concept dans le sens exact du mot, puisque /^;>/ftô court 
chemin ne forme pas toute sa compréhension. Pour 
que droit devienne un concept, il faut que l'on puisse 
en donner Yessence ; il faut qu'il y ait identité pour 
l'entendement entre l'intuition primitive de ligne droite 
et l'attribut que Ton en affirmera. Cette identité obtenue, 
on pourra regarder cet attribut comme définissant l'in- 
tuition, on aura remplacé Y intuition par un concept; 
l'édification de la théorie sera possible. Or , quand on 
n'a pas saisi le caractère distinctif d'une figure, son 
essence, qu'on ne l'a aperçue que sous une certaine 
face , qu'on n'en a vu qu'une propriété plus ou moins 
saillante, comme c'est, en définitive, cette essence qui 
est la raison dernière de l'ensemble des propriétés , il 
est impossible de passer de l'une de celles-ci à l'autre 
par voie de raisonnement, car elles sont coordonnées 
et non subordonnées. Ainsi, la ligne droite est, en 
vertu de son essence jusqu'ici restée dans l'ombre, 
à la fois le plus court chemin, c'est-à-dire, \x\\q mesure 
pour la distance; une ligne de direction constante, ou 
une mesure pour la direction; une ligne déterminée par 
deUrX de ses points , ou qui ne sort pas d'ellc-mcnic dans 




iàtôlàiiùn âdtdar de Ét& detix ettrémitë»; UHé ligne 
dont tùm léê points êoUt semhlaUértieiit pldôéé ( 1 ) ; Ittàis 
d'est cette éiêêuce qni est là fàiâtm de chacune de ces 
propriétés , et ûoh Ftiiie d*etitre elle^ (3), 

«M* ■■■II» ■■■ l»!! ■ ■ ■■■ !■ ■■ ■ ■■■ m I ,M II Mp^ I I ■ MilHB » I ■■ I ■ ■ I M ■ ■ ■ I I - » ^■■W ■ IM ■ — i— M^ W^M ■ ■ | ■■■ M l ■ ||| Wl^^^imltm 

{ I ^ C'est ainsi encore qu'en géométrie anâljrtiqiié, là déflhitibh dé 
a lâ droite ^ = a4f + 6, n^èât qufe la iiMiit^û 
de cette ptoinriétô, que dem irianslles rêoH- 
lignes iemblables ÂBG et ADE on^ lér« angles 
égaux, et sont en partie superposables. Deux 
figures triangulaires ne jôdisséht (fè Cette pto- 
Iniété, que i^ léiirs éfôtés sont des droite^. 

(2 y Notift transcrivons ici une page de M^ ^o'éï (outrage oiié), 
oii cette coordination des propriétés frappe les yeux , bien que4'au- 
tour ait cberchéà les subordonner les unes aux autres: 

« On appelle ligne droite où simpléiilerït droite , le ï)lus coU^t ébè- 
min d'uû piolni à un autre : lin cheveu bien teMti ddiiné l*idée d'iiwe 
ligne droite. 

On peut encore (?) concevoir la ligne droite, comme engendrée 
par le mouvement d'un point, qui tend constamment vers un même 
point fixe; car il est é^îdefit (t) que lé cheïnfai décrit ëértt lé piiis 
court, depuis le point de départ jusqu'à écdùi â'i^ivèe. û'âillèiM, 
ce plttB court chemin est tmique {f}, vu que le poitit génératéâar ne 
s'est détourné aucunement de sa direction ou tendance primitive (?) 
vers le point fixe, et qu'il ne peut y avoir deux tendances à la Jfcfis [1], 

Il est évident etl'cm doit aditieitre comme axiome Idndàfiïerîtd , 
qilé (^un point à un ciutfe il n'y a qiiune s&fde ligne droièe, è'lfst-à-:âirè 
qu'un seul plus court chemin. Ce chemin le plus court est donc (?) la 
vraie distance du premier point au second. De sorte que deux droites 
coïncident entièr'ement l^une avec l'autre, dès Qu'elles ôàt lès inêfrlés 
^ti^mîtés; et l'une d'elles ne saurait étf'ë piiis droite qûé Tôôtre^ 

ITtte droite donnée de longueur n'a évidemment qu'un seul 
milieu^ etc. 

Thâor. Deux droites qui ont deux points communs coïncident tune 
avec f autre dans toute leur étenéfué infinie et ne foui qu'iifie ieide éi 
même droite. 

{ La démonstration sera icilée plus bas ' . 

CoROL. La droite A G ne saurait avoir deux prolongements diffé- 
rents au-delà de chacune de ses extrémités, bien qif elle puisse être 
prolongée à Tinfinî dans les deux seiis opposés. Déserte qtié, pttt 
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Admettez codime définition de la ligne droite, soit la 
pfemière^ soit la dernière, force vous est d'accepter les 
autres, explicitement ou implicitement, sous le nom de 
poêtulatê ou d'axiomes. Mais au fond ces prétendus 
axiomes sont des théorèmes , des jugements synthé- 
UquBè j qui réclament impérieusement une démons* 
tration , et qui ne seront jamais démontrés tant qu*on 
ne sortira pas de Tornière ancienne (1). Or, tout 
théorème^ toute synthétisation du concept, est une dé- 
eomposition , une analyse de la figure, de Tinluition; 
et si Ton se reporte à ce que nous avons dit des 
figures composées, on verra que cette analyse de la 
fi^gure, est, au fond, la formation d'une figure com- 
pcr^e. Quand je dis, par exemple, que , dans le cercle , 
les arcs sont proportionnels aux angles au centre^ 
qu'est-ce autre chose que distinguer sur le cercle des 



â$iM points donnés on ne peut faire passer qu'une ligne droite. Par 
conséquent, deux points suffisent pour déterminer Ja position d'une 
dfoite dans l'espace. H est cÎ8tîr aussi que deux droites ne peutfeifU sé 
cMtpér ^^en un seul point; car si elles se coupaient en deux pointb, 
eHes auraient ces deux points communs et coïncideraient l'une avec 
l'autre , ce qui est contre l'hypothèse. >» 

( 1) Pascal (Pensées, Réflexions sur la Géométrie'^ est donc tombé 
dans une grande erreur, quand il a dît : « On ne reconnaît, en géo* 
mètrie , que les seules déânitions que les logiciens appellent défim' 
iUms de nom, c'est-à-dire que les seules impositions de nom aux 
choses que Ton a clairement désignées en termes parfaitement con- 
nu». » Le plan et la droite, ne sont pas, en ce sens, susceptibles dé 
définitions nominales; la difficulté pour le plan et la droites n'est 
pas de donner un nom à la chose , c'est de désigner cette chose. 
« Leur utilité et leur usage (des définitions de nom), continue-t-il , 
est d'éclaircir et d'abréger le discours , en exprimant, par le seul 
nom qu'on impose, ce qui ne pourrait se dire qu'en plusieurs 
teirmes. » Sans doute; mais dans le cas qui nous occupf", ce sont 
§0s plusieurs termes qui manquent, et qu'il faut trouver. 
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points arbitraires A , B , C , et établir un 

rapport entre les arcs qui les lient? 

Quand j'affirme que , dans un triangle , 

un côté est plus petit que la somme des 

deux autres^ n'est-ce pas y distinguer 

un côté, Topposer aux deux autres, et le leur comparer? 

De même, quand je dis : la ligne droite estleplus court 

chemin entre deux de ses points^ n'ai-je pas analysé, 

c'est-à-dire composé une figure? N'ai-je pas, en réalité, 

pris sur la droite ÂB deux points 
^ ^ ' '^ C et D que j'y dessine, pour ainsi 
dire? Et comparant la partie quelconque CD avec toute 
autre ligne que je pouvais tirer entre les points C et D, 
n'ai-je pas trouvé que la dernière surpassait la première 
en quantité? Pour affirmer que les parties de la droite 
sont superposables si elles sont de même longueur, que 
je puis faire glisser CD sur AB, ne dois-je pas avoir, sur 
cette droite, tracé des points, composé une nouvelle 
figure, comme dans le cas cité où le cercle servait 
d'exemple? N'est-ce pas un théorème, dont j'ai à prouver 
l'inverse et la réciproque, si je veux faire servir en défi- 
nition la propriété qu'il énonce, si, en d'autres termes, 
je veux être sûr qu'il exprime Yessence de la droite, et 
non une essence plus générale? Mais si, par intuition^ 
je vois qu'il exprime cette essence^ dont je ne possède 
pas le concept, comme alors la démonstration m'en 
échappe, vu que c'est ce concept qui en est le principe, 
f admets sous forme de postulat Pinverse du théorème ou 
un autre théorème d'où je puisse tirer cette inverse. 

Nous avons vu , dans le livre précédent, que la défl- 
nitioQ doit être génétique ; c'est en effet la seule ma- 
nière possible de traduire par une intuition un concept, 
et réciproquement. Nous avons fait remarquer alors 
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que la délinitiou ordinaire de la droite, entre autres, 
n'est pas dans ce cas (1); elle ne nous donne, en 
effet, aucun moyen de tracer une droite entre deux 
points donnés. Nous avons donc à rechercher quelle 
est cette essence fondamentale de la droite et du plan. 
Il y a cependant une différence entre cette essence 
que nous cherchons, et celle des autres figures de la 
géométrie: c'est que dans celles-ci, l'intuition succède 
au concept, tandis que la droite et le plan sont des 
intuitions primitives qui précèdent le concept. Ce ne 
sont pas des ligures arbitraires que je trace dans 
l'espace, et auxquelles je donne un nom, figures qui 
n'existent pas avant que je les aie engendrées, mais 
des déterminations inhérentes à l'idée même de l'espace; 
ce sont des figures toutes tracées d'avance , comme 
les orbites des planètes, et je ne puis que rechercher 
comment on pourrait les engendrer. Mais quel que soit 
le mode de génération que j'imagine, que je fasse, par 
exemple, mouvoir une droite parallèlement à elle-même 
sur une autre droite , pour engendrer le plan ; que je 
suppose un point tendant constamment vers un point 
fixe, ou conservant la même direction, pour engendrer 
la droite ; les modes de génération sont plus com- 
pliqués que la chose elle-même, et impliquent déjà 
cette chose. 

Ces déterminations sont données avec fespace lui- 
même, disons-nous. En effet, comment engendrons- 
nous fespace? Nous prenons le plus petit espace 
possible, ce qui ne peut pas devenir moindre, la limite 

-^ 1 - r ■- -r— >- - IllM ■*-! " ■[■■Il IIBBIIIM II ■!! ■!_■_ IBII, _1_ l_|_l__L ■■ J Ji l__JJW^ ■ ■ ^M II. 

(1 ) Il est remarquable qu'on n'ait jamais songé à définir le plan : 
la plus petite des surfaces qu'on puisse appuyer sur deux oroiles qui se 
coupent. Cette définition serait pourtant la seule en harmonie avec 
celle de la droite. 

12 
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exlrôme de la cuii traction de Tespace; puis, par le 
procès inverse, nous dilatons, nous amplifions cet 
espace. Or, les déterminations de cet espace élémen- 
taire, c'est-à-dire les surfaces élémentaires, les lignes 
élémentaires qu'il renferme, se dilatent avec lui, par 
la même loi que lui , liomogénéiquement , et deviennent 
des plans et des droites. De là, les définitions suivantes : 

Le plan est une surface homogène; 

La droite est une ligne homogène ; 
c'est-à-dire qu'une portion de plan, majorée, engendre 
le même plan; qu'une portion de droite, majorée, re- 
produit la droite. 

Nous pouvons donc regarder l'homogénéité comme 
étant le caractère génétique de l'espace , du plan , de la 
droite. L'espace , le plan , la droite , sont des détermi- 
nations qui ^'engendrent d'une façon homogène. Qu'on 
prenne un solide, une surface, une ligne au moment 
où ils naissent , et que l'on continue leur mode de 
génération , le solide deviendra l'espace infini ; la sur- 
face, le plan infini; la ligne, la droite infinie. 

Nos définitions de la droite et du plan sont devenues, 
grâce à la découverte de leur essence , de leur mode de 
génération, des définitions nominales et inversibles. 
Nous appelons ligne droite, une ligne homogène; plan, 
une surface homogène; et nous savons ce que nous 
entendons par là ; nous savons comment on engendre 
une pareille ligne, une pareille surface. Et l'idée de 
cette ligne homogène, l'idée de cette surface homogène, 
coïncident parfaitement avec ces intuitions primitives, 
ces déterminations qui nous sont données avec l'intui- 
tion de l'espace; de manière que nous sommes arrivés 
à une véritable équation entre cette intuition et le 
concept ; nous avons nominalisé la définition. 
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Nous sommes maintenant à Tégard do la droite et du 
plan dans la position où nous nous trouvions à l'égard 
du cercle , lorsque de nom il était devenu chose ; c'est-à- 
dire que nous n'aurons pas le droit d'intervertir les 
théorèmes, ou les propriétés de la droite et du plan, 
sans une démonstration préalable. Après avoir dé- 
montré que la droite est le plus court chemin entre 
deux points , nous ne pourrons pas dire sans démons- 
tration : le plus court chemin entre deux points est 
nécessairement la droite; pas plus que, après avoir 
prouvé que la droite est composée de parties égales 
et peut glisser sur elle-même , il ne nous serait per- 
mis de dire par inversion : toute ligne composée de 
parties égales , ou qui peut glisser sur elle-même , es 
une droite — ce qui serait faux , puisque le cercle est 
dans ce cas. 

Maintenant que nous possédons les définitions de la 
droite et du plan, celles de la ligne courbe et delà 
surface courbe n'offrent plus de difficultés. 

La surface courbe est une surface non homogène ; 

La ligne courbe est une ligne non homogène. 

Ces définitions , négatives dans la forme , ne le sont 
pas en réalité. On n'est pas le moins du monde embar- 
rassé pour tracer une courbe, une ligne non homogène; 
la première venue remplira certainement cette condi- 
tion , en vertu même de la non-homogénéité réelle de 
l'espaceet du temps. L'instrument qui trace la ligne, etla 
surface sur laquelle on la trace, varient à chaque instant 
et à chaque place , de nature, de propriété, de direction. 
L'espace, le plan et la droite, au contraire, sont, en 
tant qu'homogènes, des déterminations tout idéales, 
pars produits de la pensée, et par cela même, formes 
immuables , typiques , mesures par excellence. 
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11 est inutile que nous nous arrêtions à eriliquer la 
délinilion ordinaire de la ligne eourbe : une ligne qui 
nest ni droite ni composée de lignes droites , définition 
ce qui se borne, dit M. Lamarle, à énoncer deux négations 
qui ne peuvent mener a rien , et qui n'ont aucun rapport 
avec la nature intime de la courbe. » Des deux défini- 
tions que donne M. Lamarle, la suivante est seule 
irréprochable au point de vue géométrique : 

La courbe est la trace d'un point qui se meut sur une 
droite mobile, le point glissant sur la droite^ et lu droite 
tournant autour du point. 

Quant à l'autre définition : La courbe est la trace 
d'un point qui se meut suivant une direction incessamment 
variable, elle comprend le terme, non encore défini 
convenablement , de direction ; mais elle est acceptable 
de tout point, si l'on admet que la droite est la ligne 
de direction constante. 

Pour ce qui regarde la ligne brisée, c'est-à-dire la 
ligne composée de lignes droites , ce n'est pas une ligne 
simple, mais une ligne composée, une figure. D'ailleurs, 
la géométrie ne s'en occupe que sous le nom de poly- 
gone, ou de pénmètre, et non sous celui de ligne bnsée, 
qui est superflu en tête des éléments. 

g 2. — JÉNUMÉRATION DES ANCIENS POSTULATS DE LA GÉOMÉTRIE, 

De la droite. 

On a donné un grand nombre de définitions de la 
ligne droite. 

1. La ligne droite est une ligne indéfinie qui est le 
plus court chemin entre deux quelconques de ses 
points (Blanchet). 



2. La droite est la plus courte des lignes qui ont les 
mêmes extrémités (Archimède); ou bien : 

La droite est le plus court chemin d'un point à un 
autre (Legendre) (1). 

3. La ligne droite est celle qui ne sort pas d'elle- 
même quand on la fait tourner autour de deux de ses 
points (Peyrard, suivi par M. Ueberweg). 

4. La ligne droite est celle qui est semblablement 
placée entre ses points (Euclide). 

5. La ligne droite est une ligne de direction cons- 
tante (adoptée par M. Ueberweg). 

Dans les deux premières définitions, on fait inter- 
venir les idées de distance et de minimum , qui n'entrent 
pour rien dans la représentation de la ligne droile. 
On fait à priori de la ligne droite une mesure pour 
la distance, tandis que si la ligne droite est propre 
à mesurer les distances, c'est en vertu de sa nature. 
Cette définition est en outre circulaire et négative. 
— Circulaire : en effet, pour donner l'idée de la droite, 
elle dit : entre deux points tirez toutes les lignes 
possibles, et la plus courte sera la ligne droite. Il y a 
d'abord impossibilité matérielle de tirer ce nombre infini 

\ 1 ) La définition de Legendre et celle de M. Blanchet pèchent par 
leur rédaction : Qu'est-ce qu'une ligne qui est un chemin? Pourquoi 
faire intervenir la notion du chemin dans celle de la ligne? Et d'ail- 
leurs, si l'on avait à définir le chemin, on serait très-embarrassé, 
à moins de recourir à la notion de ligne^ Legendre et Archimède ne 
définissent que la porlion de droile , et non la droite elle-même ; 
et M. Blanchet, en voulant corriger ce défaut, a rencontré une 
phrase assez obscure dans laquelle il dit que la droite indéfinie , un 
cliemin indéfini par conséquent, est le plm cmirt chemin entre deux 
de ses points. La rédaction la plus exacte était celle-ci : 

La ligne droite est une ligne indéfinie dont cimciine des portio7is est 
la ligne la plus courte que Von puisse tracer entre les deitx points ry?rj 
limitent celle portion. 
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de lignés entre deux points: on se contentera donc d'en 
tirer une certaine quantité. Aura4-on le bonheur de 
rencontrer la droite parmi celles-là? Admettons-le. 
Mais comment la distinguer de ses compagnes? C'est la 
plus courte, dit-on. Or, pour reconnaître qu'une ligne 
est plus courte qu'une autre , on doit ou les rectifier 
toutes deux, puis les superposer; ou bien posséder 
une mesure fixe, qui ne peut être qu'une droite , une 
ouverture de compas, par exemple, qui, appliquée suc- 
cessivement sur les deux lignes, servira à les comparer. 
— Négative : car, supposez même cette constatation 
possible, on a bien le moyen de reconnaître si une ligne 
donnée est droite ou non, mais non celui de tracer entre 
deux points une ligne satisfaisant à la condition d'être 
le plus court chemin. La définition n'est pas génétique. 

De là suit — et cette remarque deviendra encore plus 
intelligible quand nous aurons discuté la définition du 
plan — que l'existence possible, entre deux points, d'un 
plus court chemin ou d'une droite , n'est pas établie. 
Aussi Euclide demandait avec raison : 

Qu'on puisse conduire une droite d'un point quelconque 
à un point quelconque. 

Comme nous l'avons dit, dans cette proposition, 
le sujet, la ligne droite, n'est pas un nom donné au 
concept exprimé dans l'attribut, mais une chose. 
Cette prétendue définition est donc un théorème non dé- 
montré sur la droite. Pour que ce théorème puisse 
servir de définition , il faut qu'il soit inversible , il faut 
que l'on puisse dire : tout plus court chemin entre deux 
points est une droite. Or, le postulat suivant : 

Entre det$w points on ne peut tirer qu'une ligne droite , 
admis par Legendre et M. Blanchet, et placé par eux 
au nombre des axiomes , permet de faire cette iiaver^ 
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sion (1), Mais celte proposition n'est pas plus un 
axiome que celles-ci : Par un point , on ne peut faire 
passer qu'une brachistochrone ; par trois points, on ne 
peut faire passer qu'un cercle; par cinq points, on ne 
peut faire passer qu'une section conique , etc. 

En outre , la définition et le postulat ne s'appliquent 
qu'à la portion de droite. Quand on a tracé le plus 
court chemin entre deux points, et que l'on veut pro- 
longer la ligne, n'y a-t-il qu'une seule manière de le 
faire? En d'autres termes — inverse de la définition 
(théorème) donnée par M. Blanchet — toute ligne qui 
est le plus court chemin entre deux quelconques de ses 
points est-elle droite? Le postulat suivant, posé par 
cet auteur, autorise une réponse affirmative : 

Quand deux portions de droites coïncident, il faut 
regarder comme évident quelles coïncident dans toute 
leur étendue (2). 

Outre ces postulats, il existe trois autres proposi- 
tions indémontrées et indémontrables, qui ne sont 
mentionnées dans aucune géométrie ; les voici : 

( 1 ) Il ne suit pas de ce que la ligne droite est un minimum , que ce 
minimum soit nécessairement unique. Entre deux points d'une sur- 
face donnée (un fruit à côtes, par exemple \ il peut y avoir plusieurs 
plus courts chemins. 

(2) Ce postulat est remplacé, dans la géométrie de Legendre, par la 
proposition III , dans laquelle l'auteur démontre que si, à partir du 

point G, la droite AC se bifurquait en CD 

a\ et CE, les angles droits FCD et FCE ne 

\ seraient plus égaux. Mais quand il a dé- 

\ ^-'--"-^ montré que les angles droits sont égaux , 

''i^"^'^ il ne s'est pas placé dans l'hypothèse que 

A^ C D cette même droite A C pût se bifurquer, 

auquel cas il y aurait eu deux perpendiculaires possibles, CF et 
CG à un même point C d'une droite, d'où l'inégalité des angles 
droits. Il y a donc cercle vicieux. Nous n'insistons pas sur ce point 
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Lorsque deux droites se rencontr&iit ^ elles passent 
chacune à Vautre côté de Vautre ; en d'autres termes , 
elles se coupent; 

Lorsque deux droites d'un même plan ne se rencontrent 
pas (sont parallèles), elles restent chacune du même 
côté de Vautre. 

Lorsque deux droites d'un même plan ont chacune 
deux de leurs points situés des deux côtés de Vautre; 
elles se coupent (1). 

Nous rencontrerons la première proposition on 
parlant de Tangle ; la seconde en est la réciproque , et 
la troisième Tinverse. 

Enfin, un dernier postulat tout aussi important, 
et qu'il est, croyons-nous, impossible de rattacher aux 
précédents , peut s'énoncer comme suit : 



que Tordre logique des propositions, auquel avait visé Legendre, est 
ici rompu, une proposition sur la droite venant après une proposi- 
tion sur les angles. 

M. Noël [Traité de Géométrie et de Tngonométrie) a donné de 
ce théorème une autre démonstration meilleure que celle de 
Legendre, mais qui n'est pas à l'abri de tout reproche. Si une 

D droite AB prolongée se bifurquait en B sui- 

^ -^ ^ C vant BG et BD, en faisant tourner la droite 

ABD autour du point A, on doit pouvoir amener un point de la 
portion BD sur un autre de la portion BC; soit I, ce point devenu 
commun; alors entre les deux points A et I, il y aurait deux lignes 
droites , ce qui est impossible , vu une proposition précédente. — 
Mais cette démonstration s'appuie sur l'imagination qui se repré- 
sente la forme de la droite : pourquoi un des points de Bû doit-il 
rencontrer BC? Si BC avait la forme d'un arc de cercle de centre A, 
par exemple, la rencontre n'aurait pas lieu. Cela suppose, en un 
mot , qu'un point de BD ne puisse contourner BC, comme le dit le 
postulat que nous énoncerons tantôt. 

( \ ) Ainsi, quand on énonce le théorème que les diagonales dun 
parallélogramme se cmipent en parties égales, on admet subreptice- 
ment qu'eUes se coupent. 
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Une portion de droite prolongée suffisamment , sort de 
tout espace qui la renfetmie. 

M. Ueberweg seul a essayé une démonstration d'un 
cas tout particulier qui se présente dans la théorie des 
parallèles ; et Euclide semble , de son côté , avoir aussi 
entrevu la difficulté, puisqu'il demande : 

Qu'on puisse prolonger indéfiniment suivant sa di-* 
re^tion une droite dminée ( 1 ). 

La troisième défmition donne lieu aux mêmes ob^ 
jections : l'existence d'une ligne qui peut tourner sur 
elle-même, n'est pas établie; aussi M. Ueberweg l'admet 
comme un fait empirique. Cette définition est négative; 
tout au plus permettrait-elle de reconnaître si une ligne 
donnée est droite ou non. Enfin, outre la plupart des 
postulats précités , elle suppose que la ligne droite est 
la plus courte de tputes celles qui ont les mêmes 
extrémités. 

La définition d'Euclide se rapproche assez de la nôtre. 
M. Ueberweg a dirigé contre elle quelques critiques 
auxquelles nous renvoyons (2), en prévenant toutefois 
le lecteur que, des deux interprétations qu'on en donne, 
nous choisissons la première. D'ailleurs, cette définition 
est peu précise, puisqu'elle contient le terme non défini 
de semhldblc'y elle est en outre négative et surabondante, 
chaque point de la droite devant se placer semblablement 
par rapport à tous les autres, quand deux suffisent pour 
en déterminer la position : il y a donc à établir l'existence 
d'une telle ligne. Enfin, elle laisse subsister également 
les postulats précités. Ainsi , Euclide pose en axiome 

(1) Ainsi, quand par le centre d'un cercle on tire une droite 
comme diamètre, il n'est pas établi que cette droite coupe la 
circonférence. 

v2) Voir, à la fin de cet ouvrage, la dissertation de cet auteur. 



que deux droites ne peuvent renfermer un espace , et il 
ne touche pas la question de savoir si la droite est un 
minimum. 

La cinquième définition de la droite est la plus en 
vogue aujourd'hui (1). Elle implique une définition de 
la direction, que beaucoup ne donnent pas, et que 
M. Ueberweg (2) énonce de la manière suivante : « La 
direction est la relation du lieu d'où part un élément 
mobile ou conçu comme mobile, au lieu où il va (3). 
Nous entendons ])fàv relation de deux lieux, la nature 
du passage d'un élément géométrique d'un lieu a' à un 
autre b\ laquelle découle de la différence entre la 
situation du lieu b à l'égard du lieu a\ et la situation 
de tous les autres lieux que peut occuper // dans son 
mouvement autour de a'. » (4) 

Examinons d'un peu plus près cette définition de la 
direction. 

Un lieu, dit l'auteur, n'est pas identique avec tout 
autre lieu qui a la même figure : ce par quoi il s'en 



( 1 ) Citons pour mémoire seulement la définition de Platon : 
La droite est la ligne dont les extrémités sont ombragées par les points 
intermédiaires.— Eue suppose le point lumineux placé sur la droite; 
elle implique que la lumière se propage en ligne droite, cercle vi- 
cieux; enfin elle appelle à son aide des notions extra-géomé- 
triques ; et elle ne supprime aucun des postulats mentionnés. 

(2) Voir la dissertation de cet auteur, à la fin de cet ouvrage, et 
la Logique du même , page 305. 

( 3 ) On est tenté de dire : où il se dirige. 

1 4) La rédaction première , telle qu'on la trouve dans les Archives 
pédagogiques , était conçue en ces termes : On nomme direction 
linéaire la nature du passage d'un point a vers un autre point p par 
un chemin que ces deux points déterminent complètement , laquelle 
décotile de la difPèrence entre la situation du second point jS à l'égard 
de a , et la situation des points de son mouvement autour de « à 
l'égard de ce même point «. 
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distingue , c'est sa situation. Delà, les expressions : 
situation à V égard d*un autre lieu, ou par rapport à un 
autre lieu. Le point V peut être dans une infinité de 
situations par rapport au point a' ; ce nombre infini de 
situations forme une surface sphérique autour de a\ La 
situation particulière de V est déterminée par rapport 
aux autres situations possibles ; et la nature du passage 
de a' vers frs laquelle dépend de cette situation particu- 
lière , est la direction {i). 

Sous toutes ces propositions un peu obscures se 
cachent plusieurs défauts et même des cercles. 

l"" La définition de la situation peut être philoso- 
phique, mais elle n*est pas géométrique ; car toute idée 
géométrique demande sa mesure. Sans doute , une 
figure se distingue d'une autre qui lui est égale, par sa 
situation ; mais cette distinction est toute négative^ 
c'est-à-dire que Ton ne dit pas en quoi consiste cette 
différence. Si nous nous figurons dans l'espace deux 
points a* et V , nous voyons bien que V a une autre situa* 
tion que w ; mais quelle est cette situation? M. Ueberweg 
ne nous rapprend pas. En d'autres termes, si nous 
déplaçons le point ft', comment retrouver sa place anté- 
rieure? Qui ne voit que cela n'est possible que par la 
direction a^V et la distance a'ft', ou tout autre moyen 
(des coordonnées d'une nature quelconque) qui implique 
les notions précédentes ou même de plus compliquées? 

S"" La situation de V peut être différente , sans que la 
direction le soit. Tous les points d'une droite ont des 
situations différentes, quoiqu'ils soient tous dans la 
même direction. 



■ibAiaai^^M^-M. 



(l) La première rédaction ajoutait, et, selon nous, avec raison 
vn taiU que ce passage est déterminé par les points of et bK 
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3** M. Ueberweg répond : cette situation de b* est 
déterminée par rapport aux autres lieux de son mou- 
vement autour de a\ Mais cette détermination est 
surabondante ; on peut lui faire l'objection que, avec 
M. Uebei^eg, nous faisons à la défmition du plan. 
(Voir plus bas). En effet, cette situation étant 
déterminée par rapport à deux de ces lieux sur celte 
surface sphérique, elle est déterminée par rapporta 
tous les autres. De manière que, d'après cette défi- 
nition , pour avoir le point b\ il faut supposer donnés 
ses rapports avec tous les autres points, et, comme 
deux de ces rapports suffisent, on se trouve dans l'em- 
barras quand il s'agit de satisfaire aux autres, à moins 
que cela n'ait lieu de soi-même , ce qui est à démontrer. 

4** Dans la première rédaction, M. Ueberweg ajoutait: 
En tant que le passage est déterminé par le point de départ 
et celui d'arrivée. Explicite ou implicite, cette incidente 
est nécessaire ; car toutes les espèces de passages de 
a' vers b' ne sont pas propres à mesurer la direction. 
En tout cas , c'est là en effet une propriété de la 
direction. Mais il est plusieurs de ces passages qui 
sont déterminés en quelque façon par le point de départ 
et celui d'arrivée ; la cycloïde , par exemple. Cette 
courbe est-elle une direction ? 

5"" Dans la définition même de la droite, la qualifica- 
tion de constant suppose la variabilité possible de la 
direction ; or, nous ne pouvons apprécier la constance 
ou la variabilité de la direction , qu'au moyen d'une 
direction fixe , constante. Le cercle est manifeste. 

6"* Celte définition est toute négative ; c'est-à-dire 
que, si elle permet, la constance étant supposée facile 
ù constater, de reconnaître si une ligne donnée est 
droite ou non, elle n'indique cependant aucun moyen 
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de tracer la droite : comment peut-ou placer un troi- 
sième point d dans la direction cù V ? la délinition ne 
le dit pas (1). 

La définition de la droite que nous venons d'examiner 
ne supprime, pas plus que les autres, aucun des pos- 
tulats ordinaires sur la ligne droite. Elle n'est qu'une 
proposition sur la droite , un véritable théorème ; de 
sorte qu'il reste à établir que : 

Toute ligne de direction constante est une droite. 

M. Ueberweg a essayé de cette proposition une 
démonstration dont voici les termes : 

La ligne droite ( troisième définition ) est une ligne 
déterminée entièrement par deux de ses points ; la 
direction est déterminée par deux points , celui de 
départ et celui d'arrivée ; donc la ligne droite est la 
mesure de la direction. 

Ce raisonnement est rigoureux dans le cas où la 
prémisse est mise sous forme inverse : toute ligne 
déterminée par deux de ses points est une ligne droite ; 
ce qui est possible pour M. Ueberweg ; car, dans son 
expérience III, il pose en fait qu'il n'existe qu'une ligne 
qui ait la propriété de tourner sur elle-même. 

Du plan. 

Le plmiy disent Legendre et M. Blanchet,^^/ une 
surface sur laquelle, prenant deux points à volonté, et 



{ 1 ) Enlin, il y a cercle vicieux en français dans les mots direclmi 
et droile , car droit signifie direct ; et l'on déflnit la direction par la 
ligne directe. Ce défaut toutefois n'existe pas en allemand où les 
mots gerade et HicUtvng semblent avoir des racines un peu 
différentes. 
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joignant ces deux points par une droite , cette ligne est 
tout entière dans la surface {i). 

Voyons si nous pouvons construire cette surface. 
Supposons un point fixe dans l'espace et une droite 
tixe; puis par ce point, faisons passer une infinité de 
droites qui s'appuient toutes sur la droite fixe : nous 
engendrons ainsi une certaine surface. Cette surface 
est-elle un plan? Pour qu'il en soit ainsi , il faut que 
toute droite, passant par deux de ses points, y soit 
contenue tout entière ; or , cela n'est pas démontre ; 
et l'on doit prouver que, étant donnés un point et 
une droite quelconques sur cette surface ainsi engen- 
drée , si Ton fait comme précédemment mouvoir une 
droite par ce point et sur cette droite, on engendre 
identiquement la même surface ; et tous les points et 
toutes les droites de cette surface doivent, si c'est un 
plan, satisfaire à cette condition indispensable. La 
définition du plan, comme on le voit, implique une 
infinité de conditions dont une seule suffirait. Il devrait 
donc exister pour le plan un théorème ainsi conçu , qui 
est à l'état de postulat implicite : 

Toute surface engendrée par le mouvement d'une droite 
(génératrice) , qui , passant par un point fixe , s'appuie 
constamment sur une droite fixe (directrice), est un plan; 
et dont la démonstration consisterait à établir que 
si, dans cette surface, on prend une droite fixe et un 
point fixe quelconques, et qu'on fasse mouvoir une 
droite par ce point et sur cette droite, on engendre iden- 
tiquement la même surface; ou plus simplement que: 

{ 1 1 La définition suivante est préférable : Le plan est une surface 
sur laquelle une droite peut s'appliquer tout entière dans tous les sens. 
Ou , si l'on veut rendre l'intention précise de Legendi'e : Le plan est 
une surface dans laquelle tombe tout entière une droite quelconque qui 
y a dtux de ses points. 
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Toute droite qui s appuie sur deux génératrices s appuie 
sur toutes, 

La chose n'a pas été laite, et d'ailleurs elle nu pou- 
vait l'être; ou tourne forcément dans un cercle vicieux, 
et l'on démontre des théorèmes tautologiques , par 
exemple : 

Théorème. Une ligne droite ne peut être eu partie 
dans un plan , et en partie dehors. 

Scholie. Pour reconnaître si une surface est plane , il 
faut appliquer une ligne droite en différents (il faudrait 
en tous) sens sur cette surface , et voir si elle touche la 
surface dans toute son étendue — méthode de vérifi- 
cation qui n'a rien de rationnel et est tout empirique. 

Théorème. Par deux droites qui se coupent, on peut 
faire passer un plan et on n'en peut faire passer qu'un 
seul. 

Démonstration. Par l'une des droites on fait passer un 
plan (ce qui egt possible), et on le fait tourner jusqu'à 
ce qu'il passe par un point de l'autre droite , etc. Mais 
la question est de savoir s'il doit nécessairement passer 
par un point de cette autre droite. Un cône de révo- 
lution qui aurait son sommet au point de rencontre des 
droites, pour axe la première, et pour génératrice une 
droite différente de la seconde, ne rencontrerait jamais 
un point de cette seconde; et puisque ce théorème est 
destiné à donner une idée du plan, on ne doit pas 
supposer cette idée préexistante. 

Théorème. L'intersection de deux plans est une ligne 
droite. 

Toutes ces propositions disent beaucoup moins que 
la définition du plan elle-même. 

Appliquons enfin à une proposition célèbre , le 
postulatum d'Euclide , les modes de démonstraiion 



employés pour le plan , et Ton verra combien ils sont 
illusoires. 

Définition. Nommons parallèles deux droites situées 
dans un môme plan, qui font avec toutes les droites 
qu'on peut tirer dans ce plan, des anglelS corres- 
pondants égaux. 

Cette définition admise sans démonstration, sans 
qu'on s'enquière de la possibilité de tirer une droite 
parallèle à une autre droite donnée , on arrive à des 
théorèmes analogues à ceux que donne Legendre sur 
le plan , à savoir : 

Théorème. Une droite ne peut être en partie parallèle 
à une autre, et en partie non parallèle ; c'est-à-dire deux 
parallèles restent parallèles dans toute leur étendue. 

Théorème. Par un point on peut mener une parallèle 
à une droite donnée, et l'on n'en peut mener qu'une 
seule. 

Démonstration. Par le point donné et un point de la 
droite donnée , on tire une droite ; puis au point donné 
on mène une droite qui fasse avec la droite auxiliaire 
le même angle que cette droite auxiliaire avec la droite 
donnée. Cela est possible , et n'est possible que d'une 
seule manière. 

Tliéorèmè. Deux parallèles ne peuvent se rencontrer. 

Démonstration. Car, si par le point de rencontre on 
menait une droite, celle-ci ne ferait pas le même angle 
avec les deux droites parallèles; ce qui est contre la 
définition. 

La conclusion de cette critique, c'est que la définition 
du plan est surabondante , contient plus de conditions 
qu'il n'en faut pour le construire, et par suite qu'elle ne 
peut être admise qu'à l'aide d'un théorème, qui eu 
établit la possibilité ou l'existence. 
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La possibilité de tracer des ligures rcctiligues est 
donc une supposition toute gratuite; et Ton peut dire 
à ce point de vue que la géométrie manque de base. 

La définition d'Euclide a les mêmes inconvénients, et 
de plus pèche par le vague : 

La surface plane est celle qui est semblabloiwnt placée 
entre ses droites. 

Le mot semblablement d'ailleurs n est pas défini. 

M. Ueberweg définit le plan : k lieu géométrique de 
tous les points à égale distance de deux points fixes. 

Ces définitions , comme celle de Legendre , sont des 
théorèmes. On ne peut pas dire : «J appelle plaUy le lieu 
géométrique, etc. ^), parce qu'on appelleptou, une intuition 
primitive , de laquelle on ne peut aUlrmer qu'en tltéo- 
reine y qu'elle est un certain lieu géométrique, ou une 
surface semblablement placée entre ses droites. 

De l'angle. 

1. La figure formée par deux droilesqui se coupent (i) 
s'appelle angle (Blanchet). 

2. On nomme angle, la différence de deux directions 
(Ueberweg). 

3. Lorsque deux droites se rencontrent, la quantité 
plus ou moins grande dont elles sont écartées l'une de 
l'autre, quant à leur position, s'appelle angle (Legendre). 

4. Un angle plan est l'inclinaison mutuelle de deux 
lignes qui se touchent dans un plan , et qui ne sont pas 
placées dans la môme direction (Euclide). 

5. Vangle est l'espace plan infini compris entre deux 
droites qui se coupent (Bertrand de Genève, et quelques 
autres auteurs). 



,n n serait prùierable tic dire : Qui parlent d'un wcmc point, 

13 
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Chacune des deux premières définitions , prise sépa- 
rément, est incomplète, iAl. Blanchet ne définissant 
que la fo'^me de l'angle, et M. Ueberweg la grandeur 
seulement. A elles deux , elles constituent une défini- 
tion qui ne laisse rien à désirer, pour autant qu'on 
possède celle de la direction. 

Celles de Legendre et d'EucIide sont obscures : 
qu'est-ce que direction, position y inclinaison, écarte- 
ment? Il est fort difficile de définir l'un de ces termes 
sans y faire intervenir déjà la notion de Tangle ( 1 ). 
Comment d'ailleurs mesurer cet écartement? Lorsque 
plusieurs angles se suivent de manière à avoir deux à 
deux un côté commun , l'angle résultant est-il toujours 
égal à la somme des composants (2)? 
La cinquième dégnition de l'angle a été imaginée 



{ 1 ) Qu'on nous permette de citer ici quelques définitions du Dic- 
tionnaire de V Académie j qui mettent cette difficulté en évidence : 

V angle , c'est V ouverture de deux lignes qui se rencontrent en un 
point. Vinclinaison qu'elles ont l'une sur l'autre; 

^inclinaison , c'est V obliquité d'une ligne ou d'une surface sur une 
autre; 

V obliquité , c'est Vinclinaison d'une ligne ou d'une surface sur une 
autre. 

Vouverture , c'est Vécartement; 

V écartement , c'est Véloignement : 

V éloignemeni^ c'est la distance. 

Direction se dit encore du côté vers iequel, une personne ou une 
chose se dirige, est dirigée ou tournée, et du mouvement de quel- 
qu'un ou de quelque chose dans un certain sens; 

i^mg'er signifie aussi faire aller, conduire dans un certain sens, 
tourner d'un certain côté; 

Tourner vers , c'est marcher, se diriger vers; 

Sens signifie encore un des côtés d'une chose, d'un corps ; 

Côté se dit pour endroit , partie quelconque d'une chose. 

(2) Celan'a pas lieu , si les angles ne sont pas dans le même plan 
(voir la dissertation de M. Ueberweg, introduction). 
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pour servir à la démonstration du postulatum d'Ëuelide. 
L'angle PBD, disent ces auteurs, est composé d'une 
infinité de bandes parallèles et égales, telles que PB F E 
ou N PBD. L'angle EFD en contient, il est vrai, une 
de moins; mais, comme toute quantité finie est nulle à 
V égard de l'infini, on peut dire à la rigueur qu'il est 
égal àranglePBD. 

Sans parler de ce principe auxiliaire sur l'infini, 
qu'il serait dangereux d'introduire dans les éléments, il 

y / suivrait de cette explication 

M ^J^— -/E. .]^ qy^ ^gy^ angles adjacents 

A / P B D et P B C seraient égaux 

C ^ — ^ ^ comme composés du môme 

nombre de bandes parallèles telles que NPBD et 
MPBC (1). Ou bien encore, comme Ta fort bien fait 
remarquer M. Lamarle (2), il s'en suivrait que les 
angles sont entre eux comme leurs sinus. Autre consé- 
quence absurde : si l'angle est une portion de plan , il 
doit jouir des propriétés d'une portion de plan en 
général; or, toute projection d'une surface plane sur 



( 1 ) Il n'est pas vrai que T angle soit composé de bandes parallèles 
égales , car si on termine l'angle par un arc de cercle — ce qui est la 
seule manière rationnelle de le terminer, — les bandes parallèles di- 
minuent à mesure qu'on s'éloigne du sommet. En définitive , ces 
auteurs engendrent l'angle au moyen du mouvement isogénique de 
la bande A le long de la droite BD, il faut donc admettre la propor- 
tion : PBD : PN = PBG : PM. Or, PM est évidemment égal à PN 
(par abus de langage, en attribuant l'égalité aux infiniment grands), 
donc les angles PBD et PB C sont égaux, ce qui est absurde. — Le 
mouvement générateur véritable est celui de la droite BP autour 
du point B (voir ce que nous disons à la page 153 sur l'isogénéité). 

(2) Moniteur de l'Enseignement, année 1852, nouvelle série, t. 1, 
p. 298. On peut lire dans ce recueil une discussion curieuse entre 
cet auteur et M. Noël , à propos de cette définition. 
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un plaji , est égale au produit de cette dernière par le 
cosinus de Tangle qu elle fait avec le plan de projection. 
Comme de deux angles Tun peut toujours être re- 
gardé comme étant la projection de l'autre, il s'en 
suivrait que les angles seraient entre eux comme leurs 
tangentes (1). 

Des parallèles. 

Nous arrivons enfin au fameux postulatum d'Euclide, 
criix fjeometrarum , qu'on a cherché à éviter en donnant 
des définitions plus ou moins forcées de l'angle ou des 
parallèles (2), comme si une définition pouvait rem- 

( 1 ^ C'est pour la théorie de l'angle qu'il serait nécessaire de dé- 
montrer le postulat mentionné plus haut (que deux droites qui se 
rencontrent se coupent). Sans cela, la proposition que les angles 
opposés par le sommet sont égaux, par exemple, pourrait être 
soupçonnée de démontrer la propriété d'une ligure qui n'existe pas. 

( 2)0n connaît la définition or&indXvQ: Les parallèles sont des droites^ 
situées dans un même plan^ et qui ne peuvent se rencontrer, si loin qu'on 
les suppose prolongées. — La première difficulté qui se présente , est 
celle de savoir si par un pohit on ne peut mener qu'une parallèle à 
une droite. 

Autre définition : Deux parallèles sont deux droites qui sont toujours 
à la même distance l'une de Vautre, — Cette définition demande im- 
médiatement qu'on démontre ce théorème : Une ligne équidistante 
d'une droite est elle-même une droite. 

On a dit aussi : Une droite est parallèle à une autre droite, lors- 
qu'elle a deux de ses points équidistants de celle-ci. — Mais on n'a pu 
rien tirer de cette définition. 

Legendre proposait cette autre : Deux droites sont dites parallèles , 
lorsqu'elles font avec une même troisième deux angles iîitcmes du même 
côté de celle-ci, dont la somme est égale à deux droits. — Cette défi- 
nition laisse de môme subsister le postulat d'Euclide. 

M. Martin [Philosophie spiritualislc de la nature, tome I, page 27'i 
dit : « On nomme parallèles entre elles, deux lignes droites telles que 
leur distance soit vonstaide , c'est-à-dire telles que les perpendimlaircs 
menées des divers poi/ds de Vune de ces lignes sur l'autre soient toutes 



— 199 — 

placer un lliéorèmo! que Ton a démontre par des 
moyens plus ou moins ingénieux, mais qui ont tous 
rinconvénienl ou d'impliquer des postulats plus difficiles 
à admettre que celui d'Euclide, ou de se baser sur des 
considérations que leur seul caractère de transcen- 
dantes suffit quelquefois pour rendre suspectes, et qu'en 
tous cas on ne peut faire entrer dans la géométrie 
élémentaire. 



égales entre elles. l\ est évident que ces deux lignes ne peuvent être 
que dans un même plan , et qu'indéfiniment prolongées toutes deux 
dans les deux sens , elles ne se rencontreront jamais. » 

Mill (Logique inductive, chap. 24, § 7) fait les réflexions suivantes: 
« Les géomètres ont toujours préféré de définir les parallèles par la 
propriété d'être situées dans le même plan et de ne pas se couper. 
Ils s'y voient forcés, pour ne pas accepter comme axiome une autre 
propriété quelconque des parallèles; et la manière peu satisfaisante 
dont Euclide et tant d'autres ont choisi cette propriété dans ce but, 
a toujours été considérée comme un opprobre pour la géométrie 
élémentaire. Comme définition de mots, l'équidistance est une pro- 
priété plus convenable pour caractériser les parallèles, et cet attribut 
est lui-môme renfermé dans le mot. Si dans le parallélisme, il n'y 
avait rien d'autre de compris que la situation dans le même plan 
et la non -intersection , rien ne défendrait de dire d'une courbe qu'elle 
est parallèle à ses asymptotes. Sovs le nom. depai^allèles, on entend 
des lignes qui ont exactement la même direction , et qui par là ne s ap- 
prochent ni ne s'éloignent Vune de l' autre , représentation qui ressort 
immédiatement de l'observation de la nature. Que ces lignes ne 
puissent se rencontrer , cela se trouve naturellement compris dans 
la proposition qu'elles sont toujours à égale distance; et l'on peut 
démontrer de la manière la plus rigoureuse que les lignes droites 
situées dans le même plan et tion également distantes Tune de 
l'autre, doivent se couper, en partant de la propriété fondamentale 
de la ligne droite acceptée plus haut, c'est-à-dire que, si elles partent 
du même point, elles s'éloignent de plus en plus Tune de Tautre. » 
. Cette propriété de la ligne droite, Mill l'admet comme un fait 
d'observation (voir la théorie de cet auteur, p. 15, et la fin de ce 
paragraphe). 

M. Ueberweg, quelques autres géomètres et Mill lui-même , ninsi 
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La célébrité de ce poslulatum vient de ce que , sous 
iine simplicité apparente, se cachent des difficultés 
jusiqu^ici irtsarmontées et déclarées insurmontables; et 
que , d'un autre côté , nul n'a encore, que nous sachions, 
indiqué la cause de ces difficultés. Mais , par ce qui 
précède, on a pu voir que d'autres postulats tout aussi 
ardus se présentent au seuil même de la géométrie, et 
en feraient une science tout hypothétique, si l'on n'était 
pas certain de l'existence des propriétés que l'on admet 



qu'on vient de le voir, définissent les parallèles, des droites qui ont 
la même direction. — Malheureusement, comme nous l'avons déjà 
dit, et comme nous espérons le mettre encore mieux en évidence 
plus tard, la vraie notion de la direction leur a échappé. Comment 
construire deux lignes qui aient même dûrection (voir l'article de 
la Quaterly Beview^ cité p. 22 , et la dissertation de M. Ueberweg qui 
en donne un moyen long et difficile) ? C'est ce qui fait qu'ils n'ont 
pu ni l'un ni l'autre démontrer directement lepostulatum d'Buclide, 
qui se présente alors sous cette forme : Detix droites qw n'ont pas 
même direction se rencontrent quelque part, {quand eUes sont situées 
dans le même plan). 

M. Frantz (Die Philosophie der Mathematih, p. 118), propose la dé- 
finition tirée de Yéquidistance; mais il cherche à établir la rectitude 
de la ligne équidistante , en se basant sur la définition qu'Euclide 
donne de la droite (voir le chapitre suivant). Pour lui la théorie des 
parallèles se résume en cinq propositions, dont les trois premières 
( a. Lorsqu'une droite est équidistante d'une autre , ceUe-ci est équi- 
distante de (ielle-là, et leur éloignement réciproque est le même; 
b. Toute droite qui a deux de ses points équidistants d'une autre , 
lui est parallèle ; c. Lorsque deux parallèles sont coupées par une 
sécante, la somme des angles intérieurs est de deux droits) sont 
encore dépourvues de preuves géométriques. Mais il ajoiite qu^eUes 
sont si simples qu'on s'en passe facilement; que leur simplicité est uhe 
recommandation pour la théorie des parallèles ^ et qu'elles écartent les 
obscurités et les iHces qui s'y rencontrent tout en y ramenant la méthode 
géométrique. 

Ceux qui seraient curieux de connaître l'opinion de Hegel sur ee 
point délicat , la trouveront dans la première |»artie de sa logique. 
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sans contrôle. C'est même par ces postulats que Ton 
aurait dû commencer, pour s'assurer si les lacunes . 
précédentes ne proviennent pas d'une première lacune, 
mère de toutes les autres. « C'est sans doute, dit 
Legendre , à l'imperfection du langage vulgaire , et à 
la difficulté de donner une bonne définition de la ligne 
droite, qu'il faut attribuer le peu de succès qu'ont ob- 
tenu les géomètres, quand ils ont voulu déduire ce 
théorème (la somme des angles d'un triangle est égale 
à deux droits) des seules notions sur l'égalité des 
triangles que contient le premier livre des éléments. » 

Cela peut être très-juste, mais il ne semble pas qiie 
l'on ait cherché à corriger la définition de la ligne 
droite , pour voir si le peu de rigueur que présente là 
théorie des parallèles , provient de la cause qu'on lui 
assigne. 

Enfin, a-t-il été démontré de ce théorème ce qui l'est 
de la quadrature du cercle ? Non ; et c'est ce qui 
explique la persistance qu'on a mise à le résoudre. 
Ampère dit bien que la notion de parallélisme implique 
celle de l'infini; M. Renouvier ( 1 ) , que l'on a voulu 
démontrer les propriétés des figures sans se servir de 
l'imagination , et que l'on n'a pas vu que l'idée même 
de droites parallèles nous forçait à admettre le postulat; 
M. Bailly voit dans l'équidistance, un simple fait géomé- 
trique; les sensualistes et les matérialistes modernes, 
une proposition empirique ; bien plus, Gauss lui-même, 
et après lui , Lobatschewsky, ont essayé d'établir cette 
dernière assertion par la création d'une Géométrie ima- 
ginaire, dont nous avons déjà dit quelques motfe (2), 



( 1 ) Manuel de philosophie ancienne , tome II , page 346. 
(2) VoirLiv. I, page 76. 
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enfin, la plupart sont d'avis que la meilleure preuve 
, que cette difficulté est insoluble , c'est qu'on n'a jamais 
pu la résoudre. « Les efforts infructueux tentés depuis 
Euclide, dit M. Lamarle, indiquent qu'il n'y a pas de 
solution à espérer dans la voie de mes prédécesseurs, 
et cette considération m'aurait détourné de toute re- 
cherche, si, etc.... » 

Quoi qu'en pense ce dernier géomètre , on ne laisse 
pas de poursuivre, et à bon droit, suivant nous, cette 
solution qui échappe toujours. Ne pourrait-on pas , du 
reste , en retournant l'argument , soutenir que les 
efforts nouveaux que l'on fait encore aujourd'hui pour 
trouver une solution , indiquent que celles que Ton a 
fournies jusqu'à présent, sont peu satisfaisantes ? En 
effet , les moyens les plus divers et les plus ingénieux 
n'ont pas fait défaut; il serait même difficile de les énu- 
mérer tous; mais c'est ici le cas de dire avec Lafontaine: 

Xon ayons qu'un , mais qu'il soit bon. 

Ce postulatum est inévitable, il se présente immé- 
diatement après les théorèmes sur les angles ; il y a 
bien possibilité de démontrer, sans lui, encore quelques 
propositions sur les triangles et sur la circonférence , 
mais on ne fait par là que rompre l'ordre philoso- 
phique, esthétique des propositions, sans en tirer aucun 
secours. 

Le postulatum d'Euclide a une signification bien plus 
haute que celle qu'on lui attribue généralement. Pour 
devenir négative de positive qu'elle était, une quantité 
doit passer par zéro ou par l'infini ; dans les deux hypo- 
thèses , la position intermédiaire est unique ; et la 
seconde implique toujours le postulatum d'Kuclide. 
Nous nous expliquons. 
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Soient MN et AC deux droites perpendiculaires, et 
convenons de regarder comme positives les quantités 

comptées sur MN à droite du 
point C, et comme négatives les 
quantités comptées à gauche 
"^ du même point. Une droite 
qui se meut autour du point A de gauche à droite, coupe 
la droite MN en des points tels que B , de plus en plus 
éloignés du point C, c'est-à-dire, en des points à une 
distance B C positive de plus en plus grande , qui devient 
infinie quand la droite a la position PQ parallèle à MN , 
et qui passe immédiatement au négatif ^diV la continua- 
tion du mouvement qui amène la droite en AD; quand 
elle a pris la position AC, l'abscisse est nulle, pour 
redevenir ensuite positive. Or, les deux positions AC 
et PQ sont uniques; il est plus facile de le démontrer 
pour le cas de la perpendicularité (4); mais le cas du 
parallélisme est rétif. De même, pour en citer encore un 
exemple , quand une section conique passe de la forme 
elliptique à la forme hyperbolique, auquel cas un des 
axes passe du positif au négatif par l'infini , il y a aussi 
une position intermédiaire qui donne la parabole , et 
c'est précisément quand le plan sécant est parallèle à 
Tune des arêtes du cône. 

Ce postulatum a été formulé par Euclide de la 
manière suivante : 

Si une droite tombant sur deux droites fait les angles 
intérieurs d'un même côté plus petits que deux droits , 



{ l) Et pourtant encore la proposition que d'un point extérieur on 
ne peut abaisser qu'une perpendiculaire à une droite, n'est pas, 
jusqu'à présent, démontrée d'une manière bien simple et sans une 
duplication de la figure. 
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ces deux droites prolongées se rencontreront du côté mi 
les angles sont plus petits que deux droits. 

Ce postulat se ramène facilement à la forme adoptée 
par Legendre, M. Blanchet et beaucoup d'autres, 
moins générale sans doute , mais plus claire encore : 

Une perpendiculaire et une oblique à une même droite 
se rencontrent, quand on les prolonge suffisamment. 

Nous allons passer en revue les principales démons- 
trations qu'on a données de ce postulat. 

Les unes , proposées par Bertrand de Genève , se 
basent sur la considération des infinis de différents 
ordres, et prétendent établir directement le postulatum ; 
les autres, dont la plupart ont été données par 
Legendre, ont pour but de démontrer, indépendamment 
de la théorie des parallèles, que la somme des trois 
angles d'un triangle est égale à deux droits, en partant 
des notions généralement admises en géométrie ; enfin 
Legendre, M. Lamarle, M. Uebers\'eg et d'autres encore, 
ont eu recours à des principes nouveaux ou extra- 
géométriques , pour démontrer cette même proposition 
sur les angles du triangle. Nous nous occuperons 
d'abord des principes divers de ces démonstrations en 
elles-mêmes , puis de la manière dont on veut déduire 
de la vérité démontrée, le postulatum lui-même. 

Le premier genre de démonstration part de la défi- 
nition de l'angle que nous avons critiquée plus haut, 
à savoir que l'angle est l'espdce plan compris entre 
deux droites qui se coupent. On admet que le plan ayant 
deux dimensions infinies , et l'angle étant une partie 
déterminée du plan, sont des infinis du second ordre; 
que l'espace compris entre deux parallèles, n'ayant 
qu'une dimension infinie, est un infini du premier ordre, 
nul par conséquent à l'égard de l'infini de l'angle ; et 




que toute figure fermée , finie, est nulle à l'égard de 
celui-ci comme de celui-là. 

Sur ces principes se base à peu près aussi la démons- 
tration suivante tirée du journal de Crelle ( I ) : 

Soient deux droites AC etBD faisant avec une môme 
troisième AP deux angles intérieurs du même côté, 

^///^ /^ ^ s^v^^^ ^^^ ^* ^^^^ P'ïis pe- 

tits que deux droits; ces droites 

4 j^ se rencontreront si oii le» pro- 

ï longe suffisamment. 

Démonstration. Je tire la droite AE de manière que 
les angles DBP et EAP soient égaux; l'angle EAC est 
un angle fini, et l'on peut poser :wEAC = EAF>EAP; 
mais on peut aussi poser: nE ABD = EAGH < EAP; 
pour cela il suffit de prendre AG = wAB, et de faire 
les angles DBP et HGP égaux; or de ces deux inéga- 
lités on tire : wEAC > nE ABD, d'où : E AC> EABD; 
la droite AC doit donc sortir de la bande EABD et 
couper la droite BD. 

Legetidre , dans un mémoire qu'on peut lire dans les 
recueils de l'Institut de France (1833) et dont nous 
analyserons tantôt le contenu, donne une autre dé- 
monstration en se basant sur les mêmes principes et 
en ne considérant que les seuls biangles; c'est ainsi 
qu'il appelle l'espace compris entre deux parallèles 
^r s'appuyant sur une même droite. 

7~Z Dans le courant de cette dé- 

monstration , il pose le biahgle 
CABD égal au biangle CMND, négligeant ainsi leur 
différence finie ABMN, et, à ce propos, il fait rertiar- 



[i) Année 1834. — La rédaction de la démonstration a été un peu 
jnodlfiée pour simplifier la figure. 
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quer que, pour que deux quantités soient égales , 
« il n'est pas absolument nécessaire que leur différence 
soit nulle; il suffit que le rapport de cette diffiérence 
à l'une des deux quantités comparées, soit plus petite 
que toute fraction donnée de l'unité. » 

Enfin, on peut encore démontrer à priori que la somme 
des trois angles d'un triangle est égale à deux droits ; 
car, si l'on fait la somme des angles CAB et DAE, 

ABC et FBG, BCA et HCK, ou de 
deux fois les angles du triangle ABC, 
on trouve que cette somme comprend 
le plan entier augmenté de deux fois 
i>^ 'G le triangle , c'est-à-dire quatre droits 

plus une quantité négligeable. 

Sans vouloir attaquer ces principes, il n'est besoin, 
pour faire rejeter ces démonstrations , que de signaler 
les absurdités où conduit la définition susdite de Tanglc 
et que nous avons énumérées précédemment. 

Nous abordons maintenant la critique des démonstra- 
tions du théorème sur la somme des angles du triangle. 
Les quatre premières sont l'œuvre de Legendre : 
1. La première se base sur ces deux propositions : 

A. La somme des trois angles d'un triangle rectiligne 
ne peut être plus grande que deux droits. 

B. S'il existe un seul triangle dans lequel la somme 
des angles soit égale à deux angles droits, on doit en con • 
dure que, dans un triangle quelconque, la somme des 
angles sera pareillement égale à deux angles droits (1). 



[ 1 ) Voici la démonstration de ces deux propositions : 

A. La somme des trois angles d'un triangle rectiligne ne peut être 

plus grande que doux angles droits. 

Soit une suite de n triangles égaux, ABC,CDE, EFG, dont les 

bases sont sur une même ligne droite A G et dont les sommets 



w D après celle démoiislralioii , eoiiliime Legeiidre , 
la queslion qui nous occupe est réduite à trouver uii 
triangle, et un seulement, dans lequel la somme des 
angles soit égale à deux angles droits ; or , il n'est 
personne qui, en essayant de se servir de la règle et du 
compas, n'ait réussi à former des triangles qui jouissent 
de cette propriété. Car, en faisant un carré, par exemple, 




sont reliés par les droites BD, DF, FH, etc.; si la somme des 

angles de chacun d'eux est plus 
grande que deux droits, comme 
les angles en C , par exemple , 

fi l VC \/E \Kx sont égaux à deux droits , il 

suit que l'angle BCD < ABC, et que par conséquent AC > BD, 
d'où AC = BD -|- >; / étant une quantité finie quelconque; on 
pourra donc poser AK = BDFIiL + 7t >, et prendi'e n assez grand 
pour que ni soit au moins égal à 2AB; et l'on aurait ainsi entre 
les deux points A et G, une ligne brisée AB H G plus petite que la 
droite A G qui joint ces deux points. 

Cette démonstration est rigoureuse ; malheureusement on ne 
peut démontrer de la même manière que la somme des angles n'est 
pas plus petite que deux droits; Legendre reconnaît lui-même les 
difficultés de ce problème et les déclare insurmontables. 

B. S'il existe un seul triangle dans lequel la somme des angles 
soit égale à deux angles droits, on doit en conclure que, dans un 

triangle quelconque , la somme des angles sera 
pareiUement égale à deux angles droits. 

l-* Soit ABC ce triangle, le triangle AEF où 
^es côtés sont doubles , aura les mêmes angles 
que le premier, et jouira par conséquent de la 
môme propriété que lui; et il en sera de môme 
de tous les triangles dont les cotés procéderont 
^ en raison double. 

2° Tout triangle AMN qui aura l'angle A égal à 
celui du triangle ABC , aura aussi ses angles égaux 
à deux droits. Soit AOH un triangle de la série pré- 
cédente, dont les côtés soient plus grands que les 
<;ùlés A M et AN du triangle i)roposé; la sonmic des 
angles des trois triangles AMN, (iMN et GNH se 
compose des angles du triangle AGH, des angles 





— 208 — 

on voit manifestement que ses quatre angles sont droits, 
et qu'ainsi, en tirant une diagonale, etc. » Mais d'où 
sait-on que les quatre angles d'un carré sont droits ? 
par définition, répondra- t-on. Or, la définition du carré 
a besoin d'être justifiée. Un carré est un quadrilatère 
qui a ses quatre côtés égaux et ses quatre angles égaux ; 
impossible de tirer de là que dans un carré les quatre 
angles sont droits ; il faut pour cela avoir déterminé , au 
préalable , la somme des trois angles d'un triangle. II 
y a donc pétition de principe. On peut faire la même 
objection à l'exemple du triangle équilatéral formé par 
deux rayons d'un cercle et la corde d'un arc de 60**. 
Legendre ajoute, il est vrai, que « la rigueur géomé- 
trique ne se contente pas d'une vérification faite ainsi 
par des constructions graphiques qui , en général , sont 
sujettes à quelque erreur , et que c'est sur le raisonne- 
ment seul, guidé, si l'on veut, par une figure, que la 
théorie doit être établie. » 

2. La démonstration suivante est plutôt du ressort 
de l'analyse que de celui de la géométrie : 

Deux triangles sont égaux, quand ils ont un côté 

en M et des angles en N , en tout six droits; or, aucun d'eux ne peut 
avoir des angles plus grands que deux droits, donc chacun d'eux a 
ses angles égaux à deux droits. 
3" Un triangle quelconque abc, dont tous les angles sont ditfé- 

rents de ceux du triangle ABC, doit avoir au 
moins un de ses angles plus petit que l'un de 
ceux de ce triangle; soit bac cet angle, et tirons 
af de manière que l'angle baf soit égal à cet 
angle plus grand que bac au triangle a ôc; ti- 
rons bf arbitrairement; par 2% le triangle baf 
a ses angles égaux à deux droits ; le triangle 
&arf qui a avec ce dernier l'angle commun en b, 
a aussi ses angles égaux à f'eux droits; et enfin le triangle abc 
ayant l'angle a commun avec le triangle fl&d, a, lui aussi, ses angles 
égaux à deux droits, C.Q.F.D. 
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égal cl adjacent à deux angles égaux; donc ce coté 
P et les angles A et B adjacents étant donnés , le 
troisième angle C est complètement déterminé. On 
peut donc regarder C comme une fonction des 
quantités A, B, P et poser: C = ? (A, B, P). De 
là, en résolvant l'équation par rapport à P, on tire : 
P ==f'(A, B, C). Or, si Ton représente l'angle droit 
par Tunité , les quantités A, B et C sont des nombres, 
et Ton aurait P égal à un nombre, ce qui est absurde. 
De là suit que, si deux angles d'un triangle sont égaux 
à deux angles d'un autre triangle , le troisième angle du 
premier est égal au troisième angle du second. Cela 
admis, il est facile de démontrer que, dans tout triangle 
rectangle , la somme des angles aigus est égale à deux 
droits , en abaissant la hauteur, qui divise le triangle 
en deux autres qui ont leurs angles égaux à ceux du 
grand triangle. 

Cette démonstration très-profonde , a le tort de ne 
pas être élémentaire, et de sortir des voies ordinaires 
de la géométrie. Legendre a essayé de l'y faire rentrer 
au moyen d'une démonstration (1) dont l'essence con- 

( 1 ) Voici cette démonstration : 

Soit ABC un triangle dans lequel on connaît le côté AB avec les 
deux angles adjacents A et B, et supposons que la somme des angles 
de ce triangle soit inférieure à deux droits. Par un point D quelconque 
C pris sur le côté AB, menons DE de manière 

que l'angle A DE soit égal à l'angle ABC; Tangle 
en E est égal à l'angle C —auquel cas il n'y a 
plus rien à démontror — ou il est plus grand; 
car, s'il était plus petit , les angles du quadri- 
latère GBDë feraient plus de quatre droits, et alors en le divisant 
par une diagonale, l'un des triangles au moins aurait ses angles 
plus grands que deux droits, ce que nous avons vu être impossible. 
Faisant mouvoir la droite DE de manière à ne pas changer les 
angles en D, on forme ainsi une suite de triangles dont les ungles 
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siste en ceci : les cùlés étant représentés par un certain 
nombre d'une unité de longueur déterminée, lorsque 
l'on change cette unité de longueur, ce qui revient à 
former un nouveau triangle où les côtés sont propor- 
tionnels, les angles nont pas changé de valeur; en 
d'autres termes, les triangles qui ont les côtés pro- 
portionnels ont les angles égaux, et par conséquent 
sont semblables. 

Il est impossible de réfuter ces démonstrations de 
Legendre ainsi que celle qui suit, puisque les principes 
sur lesquels elles se basent sont vérifiés dans le fait, 
cl ne peuvent ainsi mener à aucune conséquence ab- 
surde. On ne peut pas non plus y trouver de cercle 
vicieux , puisque ces principes mêmes sont nouveaux 
et employés exclusivement dans la théorie des paral- 
lèles; et, bien que nous devions bientôt établir à 
priori quelques-uns d'entre eux , nous ne pouvons que 
les repousser ici par une fin de non-recevoir, car ils 
sont en eux-mêmes , tels qu'on les expose, moins 
clairs que le postulatum d'Euclide. 

3. Construisons une suite de triangles égaux ABC, 
BCD , CDE , DEF, etc. ; dans l'hypothèse que la somme 
des angles de chacun de ces triangles soit plus grande 
que deux droits, les angles en C, D, E, F, G, etc. , 
sont plus grands que deux droits, de sorte que les deux 
lignes A G et B H ont la forme de deux polygones 
réguliers tournant leurs convexités l'un vers l'autre, 



AED sont d'autant plus grands que la droite AD est plus petite ; de 
sorte que ce côté AD est déterminé quand on donne les trois angles 
A,D etE; c'est-à-dire quand on donne trois nombres; résultat évi- 
denmient absurde, car un nombre ne peut représenter la grandeur 
de AD, la nature de la question ne pouvant nous donner aucune 
lumière sur T unité de longueur, mètre, toise, ou pied. 
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et occupant, par conséqueiil, un espace limité, tandis 
qu'en fait , par la nature même de leur génération , ces 

lignes sont indéfinies. Dans 
^ ^- ^ l'hypothèse que la somme des 




/ N. / \ / Nv / angles soit plus petite que 

^' ^ — ^^ — -^ deux droits , les lignes , tou- 
jours polygonales, tournent leurs concavités l'une vers 
l'autre, et la même absurdité est mise en évidence. 

Cette démonstration, comme on le voit, admet un 
principe d'intuition , l'impossibilité pour une ligne 
polygonale régulière de se prolonger à l'infini, principe 
qui ne se trouve pas dans les axiomes ordinaires et 
qu'il serait difficile d'y introduire : elle est en contra- 
diction avec les paroles de Legendre citées plus haut, 
que a c'est sur le raisonnement seul, guidé, si l'on veut, 
par une figure, que doit se baser une théorie. » Dans 
l'espèce, c'est l'imagination seule qui sert de base. 

4. La démonstration suivante a été insérée dans la 
12^ édition de la Géométrie et dans les éditions subsé- 
quentes. A un certain point de vue, c'est la plus ingé- 
nieuse , la plus simple et la plus rigoureuse. 

Soit un triangle quelconque ABC, dont AB soit 

le plus grand côté, B C le plus petit, et AC le côté 

0^ moyen pouvant être 

égal accidentellement 

à l'un des deux au- 

^ très. Si, par le mi- 

B " lieu I de B C, on mène 

AC' = AB, qu'on prenne AK=:KB' = AI, les deux 

triangles A I B et AKC sont égaux, ainsi que les triangles 

Aie et B'KC, de sorte que la somme des angles du 

triangle AB'C est la même que celle des angles du 

triangle ABC, et que de plus on a dans ce triangle, 

li 




Comme dans Tautre : AB' > AC > C'B'. On peut donc 
répéter la mêrae construction indéfiniment; tous les 
triangles résultants jouiront des mêmes propriétés. 
Étudions maintenant les angles du triangle AB'C que 
nous désignerons par A,, B,, C,, tandis que nous 
emploierons les lettres A, B, C pour les angles du 
triangle ABC. On a : C, = B + C; A « A, + B, ; et 
comme on a : AC > B' C, on a aussi : B, > A, ; de 
sorte que : A, < |A; B, < A. Pour le triangle suivant 
on aura de même: A, <^A, <i A; B, < A, <}A; 
et en général , dans le triangle A B° C" , on aura : 

An <-ir A; B^ < gir^- A; et A„ + B„ = A„ . . ; 

cet angle A^ _ ^ pouvant être plus petit que tout angle 
donné; de sorte qu'on peut regarder les angles du 
triangle AB"C" comme réduits au seul angle C^^; or, 
si Ton considère un triangle extrême, où les angles 
A et B^ sont à peu près nuls, les trois sommets 
A, C° et B° sont à peu près en ligne droite, et ils le 
seront à la limite où les angles A^^ et B^^ sont nuls ; 
dans ce cas l'angle C^^ est équivalent à deux droits. Le 
théorème est donc démontré. 

Cette démonstration conclut par un procès à l'infini; 
elle en appelle en outre à l'imagination (et non plus au 
raisonnement guidé par la figure), quand elle représente 
les trois points A, C°,B" comme se rapprochant de la 
ligne droite , car, par la construction même , le point C** 
reste toujours à une distance de AB" finie et facile- 
ment calculable (1). 



( 1 ) On peut lire, sur cette démonstration , Pouvrage déjà cité : Die 
Philosophie der Mathematik^ par C. Franlx, p. 116. 



5. M. Lamarle a publié, en 18S6, une démonstration 
du postulatum d'Euclide, à laquelle il a attribué toute- 
fois une importance moins pédagogique que scientifique, 
et qui n*est qu'une application des principes de haute 
analyse de l'auteur à celte question si longtemps restée 
insoluble : il prétend établir, même en ce point, la 
supériorité de ces principes sur la méthode infinité- 
simale. On peut lire ce travail dans les Bulletins de 
l'Académie de Belgique. Il est trop long pour que nous 
puissions ici en donner autre chose qu'une courte 
analyse, suffisante tout au plus pour en faire apprécier 
la marche. 

Il s'agit d'établir que toute ligne équidistante d'une 
droite est elle-même une droite. L'auteur commence par 
prouver que la droite qui joint les extrémités de deux 
perpendiculaires élevées aux extrémités d'une portion 
de droite, ne peut être plus grande que cette portion. 
Le procédé qu'il emploie est analogue à celui dont se 
sert Legendre pour prouver que la somme des angles 
d'un triangle ne peut dépasser deux droits. De là suit que 
la ligne équidistante, si ce n'est pas une droite, est une 
ligne courbe, mais qui se trouve toujours en dessous 
d'une perpendiculaire élevée à l'extrémité de la droite qui 
mesure la distance d'un point de cette courbe à la droite 
donnée , de sorte que cette perpendiculaire est tangente 
à la courbe. M. Lamarle engendre ensuite la courbe au 
moyen d'une rotation de cette même perpendiculaire 
autour d'un point mobile sur elle, et il prouve que, 
dans le cas dont il s'agit, cette rotation est nulle, c'est- 
à-dire que la prétendue courbe est une droite. En même 
temps il établit par là que toute perpendiculaire à une 
droite l'est aussi à son équidistante; plus de difficulté 
dès lors de prouver que, dans un triangle rectangle, la 
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somme des angles aigus est égale à un droit, d'où suit, 
pour un triangle quelconque, la propriété connue. 

Cette démonstration , fort remarquable du reste , 
est assez difficile à suivre, et l'imagination du lecteur 
est trop souvent mise en jeu , pour qu'il soit possible 
d'affirmer que les principes ou les conclusions adoptés 
dérivent toujours d'un raisonnement rigoureux. M. La- 
marle ajoute d'ailleurs lui-même : « On objectera peut- 
être que notre démonstration n'offre pas, sous la forme 
que nous lui avons donnée , toute la simplicité dési- 
rable. L'important est qu'elle soit exacte, et, si l'on 
peut la rendre plus simple et plus rapide, il suffit, 
pour nous, qu'elle offre par elle-même les éléments 
d'une solution meilleure. A d'autres plus habiles et 
plus exercés , nous laisserons le soin de modifier , 
s'il y a lieu , et d'améliorer ce premier travail. Toutefois, 
ce serait , pensons-nous , se faire illusion que d'espérer 
traiter et résoudre en quelques lignes ^ un problème qui a 
déjoué, pendant si longtemps, les efforts de tant de géo- 
mètres. » M. Lamarle laisse subsister ainsi l'une des 
difficultés capitales de ce problème , c'est-à-dire la 
nécessité de donner une solution rapide. 

6. Parlons maintenant d'une démonstration nouvelle 
et célèbre, dans laquelle le postulat est dissimulé avec 
art sous une apparente simplicité. L'auteur demande 
qu'on lui accorde, qu'une droite qui tourne autour d'un 
de ses points de manière à revenir à sa position primi- 
tive , quel que soit le mode de rotation , soit censée 
avoir tourné de quatre angles droits (1). Cela posé, il 
est facile de démontrer que la somme des angles exté- 
rieurs d'un triangle est égale à quatre droits. On fait 

( i ) Voir €. Frantz , Die Philosophie der Mathematikf p. 116. 
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avancer le côté AB le long de lui-même, de manière 
à amener le point A en B , puis on le fait tourner au- 
tour de ce même point d'un angle B, 
de manière à ce qu'il prenne la 
position BC. Cela fait, ce même 
\ point A , qui est maintenant en B , 
glisse en C; puis faisant tourner le 
côté , de manière à ce qu'il décrive 
l'angle C , on couche le côté suivant 
CA. Enfin, on fait glisser le point A de C eu A, et dé- 
crire au côté l'angle A, de manière que le côté AB est 
revenu dans sa position première. Or, la somme des 
angles décrits est celle des angles extérieurs du triangle. 
Donc cette somme, en vertu de la demande, est égale 
à quatre droits. 

Mais qui ne voit maintenant que c'est la demande 
elle-même, malgré son évidence apparente, qui contient 
le postulat? Sans doute, la somme des angles formés 
autour d'un même point, est égale à quatre droits, mais 
non celle des angles formés autour du triangle par un 
mouvement continu. On admet au fond que, si par le 
point A on mène une droite, qui fait l'angle b égal 
* à l'angle extérieur B , le troisième angle c est égal 
au troisième angle extérieur C ; et c'est précisément 
ce qu'il faut démontrer. Ou encore , comme le dit 
M. Lamarle, on admet implicitement que l'angle exté- 
rieur d'un triangle est égal à la somme des deux inté- 
rieurs qui lui sont opposés. 

On ne peut assez s'étonner que le postulat se trouve 
dissimulé dans une demande aussi simple que celle qui 
sert de base à cette démonstration ; il y aurait à 
rechercher si ce n'est pas l'absence d'un principe resté 
dans l'ombre , qui nous force de nous arrêter un peu en 



deçà du rivage. Nous démontrerous en effet toutes ces 
propositions auxiliaires , en nous basant sur les prin- 
cipes que nous avons antérieurement déduits. 

Citons encore M. Ueberweg, qui, introduisant l'idée 
de direction dans la définition de la droite, n a pas de 
peine à prouver que la somme des angles extérieurs 
d*un polygone quelconque, est égale à quatre droits, 
d'où la proposition sur les angles du triangle. 

Voyons maintenant , en supposant cette dernière pro- 
position démontrée , comment on en déduit celle qui 
fait Tobjel du postulatum d'Euclide. Nous suivrons Ja 
démonstration donnée par Legendre dans ta quatrième 
édition de sa Géométrie. 

Théorème. Si deux lignes droites AB, CD, font avec 
une troisième EF, deux angles intérieurs d'un môme 
côté, dont la somme soit plus petite ou plus grande que 
deux angles droits, les lignes AB, CD, prolongées suffi- 
samment, devront se rencontrer. 

Il suffit de considérer le cas où la somme des ansrles 
est plus petite. On tire la ligne F G, de manière que 

TangleGFE soit égal 
à l'angle AEF ; la 
droite FD tombera 
dans l'angle GFE ; 
X^ N P '^ toute oblique , telle 

queFN, fait avec les deux droites AB et FG, deux angles 
alternes-internes ENF, GFN, égaux (ce qui est facile 
à démontrer); si l'on prend EN== EF, il est aisé de 
voir que l'angle GFN est la moitié de l'angle GFE; 
prenant ensuite NP = FN, et tirant FP, l'angle GFN 
se trouve encore divisé par cette dernière droite en 
deux parties égales ; et continuant par le même pro- 
cédé à diviser les angles en F en deux parties égales , 




on doit obtenir un angle GFZ plus petit que Tangle 
6F D ; or, la droite FZ, par la nature de sa construction, 
rencontre la ligne AB en un point Z\ je suppose; la 
droite FD doit donc sortir du triangle ËFZ', et il faut 
pour cela qu'elle coupe le côté EZ'. 

Cette démonstration est adoptée généralement par 
tous ceux qui regardent le postulatum d^Ëuclide comme 
une conséquence du théorème sur les angles du triangle. 

Au point de vue géométrique, elle renferme un pos- 
tulat dont nous avons parlé page 187, à savoir que la 
droite FD doit sortir d'un espace limité tel que EFZ'. 
C'est même ici un cas tout particulier de ce postulat, 
en ce que la droite FD a déjà un point F commun 
avec le contour du triangle. Nous ne connaissons que 
M. Ueberweg qui ait cru nécessaire de prouver ce 
postulat: il fait remarquer que la droite FN, en se 
mouvant autour du point F et sur la droite AB, jusqu'à 
ce qu'elle coïncide avec la droite FZ, passe par tous les 
points de la surface du triangle NFZ', et par conséquent 
par un des points de la droite FD, c'est-à-dire qu'il 
arrive un instant où elle coïncide avec elle (1). Cette 
démonstration suppose qu'un point qui passe d'un côté 
d'une droite FD,jusquiei censée ne pas sortir du 
triangle, à l'autre côté de cette même droite, rencontre 
nécessairement celle-ci , ce qui est précisément le pos- 
tulat à démontrer. 

Mais c'est surtout dans le cas où la droite n'a aucun 
point commun avec le contour de la figure qui l'en- 
ferme , que ce postulat est indémontrable par les prin- 
cipes actuels de la géométrie. Tout au plus pourrait-on 
dire que, si Ton joint les points de ce contour deux à deux, 

( i) Voir System der Logiky p. 308. 



on a toujours des droites d'une longueur finie, que 
parmi celles-ci , il en est une qui a une longueur ma- 
ximum et que la droite donnée , suffisamment pro- 
longée, devant nécessairement dépasser cette longueur, 
sortira nécessairement aussi du contour. Mais cette 
démonstration elle-même est peu satisfaisante. 

Examinons maintenant la démonstration de Legendre 
au point de vue logique. 

D'abord, elle tombe, et à plus juste titre que les 
incommensurables, sous le coup de la critique que 
nous avons dirigée contre ceux-ci. Ici encore, l'argu- 
mentation est ad hominem. Legendre dit à son con- 
tradicteur : Tirez une droite comme vous voulez , dans 
l'angle GFE , je vous prouverai qu'elle coupe la droite 
AB. Mais ce contradicteur peut répliquer : Sans doute, 
je vois que la droite FD, que j'ai prise au hasard, ne 
répond pas à mon intention ; mais si j'en prenais une 
autre derrière FZ? — Legendre voudra le convaincre en 
divisant l'angle GFZ en deux parties égales; mais son 
adversaire divisera, de son côté, l'angle GFD en deux 
ou même en trois parties égales et davantage , car il 
est libre de le faire; et les voilà tous deux se poursui- 
vant à l'infini sans jamais parvenir à se rencontrer. 
A qui restera la victoire? (1). 



{ 1 ) Quelques-uns voudront voir dans cette critique le sophisme 
renouvelé d'Achille et la Tortue. Mais la différence est grande : 
Zenon prétendait qu'Achille qui maichait, soit deux fois, plus vite 
que la tortue, ne l'atteindrait jamais , parce que, pendant qu'Achille 
parcourt la distance, soit vingt pieds, qui le sépare de Tanimal, 
celui-ci en parcourra dix; pendant qu'Achille fera ces dix pieds, la 
tortue en fera cinq, et ainsi de suite. Ce raisonnement était un 
sophisme, parce qu'il voulait prouver la fausseté d'une proposition 
vraie, à savoir que la tortue finirait par être atteinte. Mais Zénpn 
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Ce n*est pas tout : la démonstration ne résout pas 
même la difiiculté dans son essence. Elle prouve, si 
Ton veut, que toute droite, telle que FD, qui fait un 
angle fini avec FG, coupe la droite AB; mais il s'agit 
proprement de prouver que par le point F on ne peut 
mener qu'une parallèle à la droite AB ; c'est-à-dire que 
la droite F G ne peut osciller si peu que ce soit, autour 
de sa position , sans rencontrer d'un côté ou de l'autre 
la droite AB. Or, si loin qu'on pousse la division de 
l'angle G FM, la droite FZ' fait toujours un angle fini 
avec FG; elle n atteint pas le si peu que ce soit, et c'est 
ce qu'elle devrait faire. 

Il nous reste à montrer que le postulatum d'Euclide 
a la même origine que tous les autres postulats, c'est- 
à-dire que l'on a pris un théorème pour une définition; 
et, comme un théorème, pour être définition, doit être 
inversible, on a été obligé d'admettre, sous forme 
d'axiome et sous le nom de postulat, la proposition 
renversée, ou toute autre équivalente. 

Définition : On nomme parallèles des droites situées 
dans le même plan , et qui ne peuvent se rencontrer si 
loin qu'on les suppose prolongées. 

De telles parallèles existent , témoin deux perpendi- 
culaires à une même droite. Mais toutes les droites 
menées par un point, dans un plan donné, de manière 
à n'en pas rencontrer une autre, lui sont-elles pa- 
rallèles? Comme il répugne à la notion intuitive de 



aurait eu raison de soutenir qu'Achille n'atteindrait jamais la tortue, 
s'il concourait à la condition de ne parcourir dans un temps donné 
et toujours le même que la moitié de Tintervalle qui le séparait d'elle. 
En efifet, dans ce cas, Achille et la tortue s'approchent indéfiniment 
d'une limite fixe, située à quarante pieds d'Achille, et que ni l'un 
ni l'autre ne toucheront, — Voir pages 149 et suiv. 
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plusieurs droites parallèles que deux quelconques 
d'entre elles fassent un angle, force est bien d'admettre 
ce postulat, qui permet de faire l'inversion nécessaire ; 

Par un point on ne peut mener qu'une parallèle à 
une même droite; 
ou bien : 

Deux droites qui se coupent ne peuvent être toutes 
deux parallèles à une même troisième. 

Quelle que soit la définition qu*on adopte, on retombe, 
d'une manière ou de l'autre, sur ce postulat ou un pos- 
tulat analogue. 

Cependant une définition fait exception. Etantadmises 
l'idée de direction et la possibilité de tirer une droite 
dans une direction voulue, la définition suivante satisfait 
à toutes les exigences : 

Les parallèles sont des droites de directions semblables. 
La définition est génétique et nominale, et par consé- 
quent inversible; par un point, on ne peut mener 
qu'une parallèle à une droite donnée; les parallèles ne 
peuvent se rencontrer. Mais il incombe alors à ceux 
qui donnent cette définition, de démontrer une proposi- 
tion importante sur les angles, pressentie par Mill, 
qui en fait un axiome expérimental. 

Vangle étant la différence des directions de deux 
droites qui partent d'un même point, on a à établir 
l'inverse de cette définition, et ici se retrouve le pos- 
tulat d'Euclide dans toute sa profondeur. Il faut prou- 
ver que : 

Deux droites situées dans le même plan et qui n'ont pas 
la même direction, forment un angle y c'est-à-dire se 
rencontrent en un point qui est le sommet de Vangle, 

M. Ueberweg n'a pas songé à démontrer ce postulat 
mis sous cette forme; il n'a pas même soupçonné que 
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c'est là la forme essentielle du postulat d'Euclide ; et 
il a préféré abandonner sa définition des parallèles pour 
reprendre le postulat sous son énoncé ordinaire , et 
au milieu du cortège des propositions concernant les 
sécantes (1). 

Mill admet comme une vérité expérimentale que les 
côtés d*un angle vont toujours en divergeant; et il pose 
comme vraie la proposition inverse que deux droites qui, 
situées dans le même plan, vont toujours en convergeant, 
se rencontrent. Libre à lui de la regarder comme une 
nouvelle vérité expérimentale; mais elle n'est pas im- 
pliquée dans la première. Gest un postulat expéri- 
mental ; car les deux droites peuvent être si éloignées 
Tune de l'autre, et si peu inclinées l'une sur l'autre, 
que la vérification expérimentale soit impossible. 

Enfin , c'est ici proprement que doit être mentionné 
le postulat dont nous avons parlé page 186, à savoir 
que : 

Deux parallèles restent chacune du même côté de 
Vautre. 

En effet , il est loin de découler immédiatement de la 
définition, que des parallèles courent indéfiniment à 
côté Tune de l'autre; en d'autres termes, que l'une est 
toujours située au-delà de l'autre, par rapport aux 
rayons vecteurs qui partent d'un même point de leur 
plan. C'est là une propriété qui résulte de ce que les 
lignes, soit équidistantes, soit asymptotes, sont des 
droites, et qui n'existerait pas dans le cas où elles 
fussent des courbes. 



( 1 ) Nous disons que c'est la véritable forme du postulat d*Eu- 
clide. Celui-ci ne dit , en définitive , rien autre chose : deux droites 
qui font avec une môme troisième des angles correspondants in^ 
gaux , n^ont pas \a, méone direetion. 



CHAPITRE IL 



FONDEMENTS NOUVEAUX DE LA GÉOMÉTRIE. 

Ce chapitre est divisé en quatre paragraphes. Dans 
le premier, nous définissons les notions premières de 
la géométrie, et nous donnons la solution des postulats 
que nous avons signalés. Le second est consacré à la 
théorie de la similitude ; le troisième, à la solution d'une 
difficulté célèbre se rapportant à la mesure du cercle. 
Un quatrième enfin contient quelques considérations 
théoriques sur les unités. 

g 1 . — DÉFINITIONS PREMIÈRES. — SOLUTION DES POSTULATS. 

Si Ton nous a bien compris , on admettra avec nous 
que les notions du plan et de la droite nous sont don- 
nées avec celle de l'espace ; que ce sont des détermina- 
tions décrites d'avance en lui, tandis que les autres 
déterminations, les cercles, les triangles, etc., y sont 
décrits arbitrairement par la pensée. Engendrer (1) 
l'espace, c'est y engendrer en mêmetempsetpar la même 
loi, des plans et des droites. Après avoir mis cette loi 
de génération en lumière, il nous reste à y rattacher 

( l ) Toute représentation intuitive d'un tout empirique suppose, 
de la part de Timagi nation , la génération successive des parties de 
ce tout. —Voir, page 1 3 , la citation d'un passage de Kant sur ce point. 
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toutes les notions élémentaires de la géométrie, à 
savoir, celles de distance, de direction, d'angles, de 
parallèles, de convexité, de concavité, de symétrie. 

Les définitions que nous en donnerons, reproduiront, 
autant que possible , l'intuition , l'idée vulgaire que ces 
mots éveillent. Elles auront ainsi, nous l'espérons du 
moins, une base à la fois logique et psychologique. 
Nous démontrerons, en passant, tous les anciens pos- 
tulats de la géométrie, et même les lemmes que l'on 
a imaginés pour les démontrer, sans nous astreindre 
cependant à la forme aride de la géométrie, forme qui 
ne s'allie pas avec la nature de cet ouvrage. 

Si, tont en satisfaisant aux exigences de la géométrie 
idéale, nous résolvons les diOicultés que les anciens 
principes ne permettaient pas de résoudre; et, bien 
que nos prémisses soient indépendantes de tout succès 
dans les résultats , si pourtant les conséquences 
viennent les confirmer, nous pourrons croire avoir 
assis la géométrie sur sa véritable base. 



Défihitior. I.a droite est une ligne homogène, c'est- 
à-dire dont les parties, prises indifféremment, sont 
semblables entre elles ou ne diffèrent qu'en longueur. 

Remarque. Les modes de démonstration des théo- 
rèmes qui concernent la ligne droite, consisteront dans 
la majoration ou la minoration de la figure. 

Comme nous l'avons vu dans le chapitre précédent, 
page 180, nous admettons qu'il y a équation exacte 
entre Yintuition de ligne droite, et le concept de ligne 
homogène. Naturellement, toutes les conséquences que 
nous tirerons du concept, se vérifieront intuitivement; 



ttiais il est nécessaire que nous insistions sur ce point, 
que Yintuition ne viendra jamais que confirmer, justifier 
ces conséquences, et ne servira pas à les démontrer. 
Ainsi , la géométrie ordinaire regarde comme vrai que 
deux lignes droites coïncident en entier quand elles le 
font en partie , qu'entre deux points on ne peut tirer 
qu'une ligne droite, etc; elle se fonde sur Yintuition. 
Nous, au contraire, nous démontrerons ces mêmes 
propriétés , en parlant du concept de ligne homogène. 

Théorème I. Une droite est déterminée quand on donne 
l'une quelconque de ses parties. 

Car la majoration de cette partie reproduit la droite. 

De là , comme 

Corollaire. Quand deux droites ont une portion com- 
mune, elles coïncident dans toute leur étendue. 

Si Ton fait attention à la manière dont cette portion, 
quand on la majore, reproduit la droite, on verra que ce 
sont précisément les deux points limites de celte por- 
tion qui décrivent la ligne entière, et qu'ils ne décrivent 
qu'elle Seule, l'un de ces points au moins passant à 
chaque instant par une position nouvelle , de plus en 
plus écartée de l'autre point. De même, si l'on minore 
cette même portion , l'un des points limites au moins 
la décrira pendant cette opération , et ne peut décrire 
qu'elle seule. Nous pouvons donc regarder comme dé- 
montrés les deux théorèmes suivants : 

Théorème II. Ent7'e deux points on ne peut tirer qu'une 
ligne droite ; 

Théorème III. Une droite ne se bifurque pas. 

Ces deux théorèmes sont le complément l'un de 
l'autre. On pourrait encore les démontrer directement 
en engendrant la droite (ligne homogène) par la mino- 
ration ou la majoration de la figure que forment les 



deux points par leur réunion. L'un des points étant pris 
pour centre (1) de majoration, Tautre, dans son mou- 
vement, décrit une ligne unique. 

Corollaire 1. Deux points déterminent une droite. 

Corollaire 2. Vêlement de la droite se compose dé 
deux points, abstraction faite de l'intervalle qui les sépare. 

Corollaire 3. Deux droites ne peuvent se rencontrer 
en plus d'un point. 

Corollaire 4. Wie droite, en tournant autour de 
deux de ses points , ne sort pas d'elle-même. 

Définition. On nomme distance de deux points, la 
longueur de la portion de droite qui les relie'(2). 

Remarque. La notion de distance est-elle ou non an- 
térieure à celle de droite? Pour répondre à cette question, 
il faut se demander laquelle des deux notions implique 
Tautre , laquelle peut se concevoir sans l'autre. 

Peut-on penser à la droite sans penser à la distance? 
peut-on penser à la distance sans penser à la droite? 
Il est clair pour nous qu'à la première question on doit 
répondre oui, et à la seconde non. C'est à un fait psycho- 
logique que nous en appelons, et le lecteur doit juger 
lui-même si ce fait est tel que nous l'énonçons. 

Philalèthe (3) déûmsssiii h distance : T espace consi- 
déré par rapport à la longueur qui sépare deux corps. 
Cette définition rentrerait, jusqu'à un certain point, dans 



( l ) Nous entendons par centre de majoration le point de l'espace 
qui reste immobile quand on majore un quantum quelconque. 

(*i) Distance y c'est l'espace, ^intervalle d'un lieu à un autre , — 
se dit aussi du temps. 

Intervalle , c'est la distance d'un lieu ou d'un temps à un autre. 

( Dictionnaire de V Académie). 

[Z) Leibnitz ; Nouveaux Essais sur V entendement humain j Liv. II , 
chap. 13. 
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la nôtre, si , au lieu du mot longueur pur et simple , elle 
contenait les mots longueur de la droite ; et ces der- 
niers mots sont nécessaires : car, qu'est-ce q\ïune 
longueur qui sépare deux corps? Cette longueur n'est 
autre que la dislance, et, pour ne pas faire une tauto- 
logie, on a employé un terme impropre. 

Théophile corrige la définition de son adversaire : 
« Pour parler plus distinctement, dit-il, la distance de 
deux choses situées (soit points ou étendues), est la 
grandeur de la plus petite ligne possible qu'on puisse 
tirer de l'une à l'autre. Celte distance se peut consi- 
dérer absolument, ou dans une certaine figure qui 
comprend les deux choses distantes. Par exemple, la 
ligne droite est absolument la dislance entre deux 
points. Mais ces deux points étant dans une même sur- 
face sphérique,la distance de ces deux points dans cette 
surface est la longueur du plus petit grand arc de cercle 
qu'on y peut tirer d'un point à l'autre. » La confusion 
que ftiit ici Leibnitz entre la distance et la ligne mini- 
mum , provient de l'intime connexion qu'il y a entre ces 
deux idées ; la distance est en effet, comme on le sait et 
comme nous allons le démontrer, la ligne minimum par 
excellence; mais toute ligne minimum n'est pas une 
dislance. La distance entre deux villes n'est pas le plus 
court chemin que l'on puisse suivre pour aller de l'une 
à l'autre, c'est la longueur du chemin fictif qui, perçant 
les montagnes et s'élevanl au-dessus des vallées, condui- 
rait directement de l'une à l'autre. Sans doute, par abus 
de langage, le mot distance est quelquefois pris dans le 
sens de route minimum , comme lorsqu'on dit que les 
deux pôles sont distants de 4500 lieues; mais , nous le 
demandons encore une fois , est-ce là la représentation 
fidèle de la notion de dislance? Nous osons répondre non. 



« La grandeur d'un chemin absolument déterminé par 
deux points, dit M. Ueberweg, se nomme leur distance, » 

La ligne droite est absolument déterminée par deux 
de ses points, et elle est la plus courte de toutes les 
lignes qui peuvent les rejoindre, elle est donc la mesure 
de la distance. 

Au fond, la définition de M. Ueberweg revient à 
la nôtre , mais nous la croyons fautive au point de vue 
psychologique. 11 a cru pouvoir définir à priori la dis- 
tance sans recourir à la notion de droite ; mais c'est 
une illusion : il suffît d'examiner cette même définition 
pour voir qu'elle a besoin d'une justification. On réfléchit 
d'abord ; on reconnaît que la droite est déterminée par 
deux points ; qu'entre deux points il ne peut y avoir 
qu'une droite; et Ton voit ainsi, mais en corollaire 
seulement , que la définition convient à l'idée définie. 

Théorème IV. La plus courte de toutes les lignes qui 
ont les mêmes extrémités est une ligne droite. 

Car, dans la ligne AB , la plus courte entre A et B , 
chacune des parties, telle que CD, est nécessairement 

la plus courte entre les points C et D 
^ ' ' '^ qui la limitent. Or, l'espace étant 
homogène, la partie CD, en tant que le plus court 
chemin entre C et D , ne peut diff'érer en forme de la 
ligne AB , te plus court chemin entre A et B. Les parties 
de cette ligne ont donc la même forme , quelle que soit 
leur longueur, elles sont semblables entre elles ; la 
ligne elle-même est donc homogène (1). 

( 1 ) De la même manière , on peut démontrer que la ligne la plus 
courte entre deux points sur une sphère est un arc de cercle, et 
par conséquent un arc de grand cercle , puisque , de tous les arcs 
sous-tendue par la même corde , le plus petit est celui qui appar- 
tient au cercle du plus grand rayon. En effet, cette ligne la plus 

15 
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Gonixûe nous avons démontré qu'entre deux points 
on ne peut tirer qu'une ligne droite, nous pouvons dire : 

Corollaire 1 . La ligne droite est telle que chacune de 
ses parties est la plus courte de toutes les lignes quon 
peut tirer entre les deux points qui limitent cette 
partie. (1). 

Il en résulte aussi que : 

Corollaire 2. La distance entre deux points est la plus 
courte ligne que Von peut tirer entre ces deux points. 

De là , une connexion intime entre les idées de dis- 
tance , de droite et de plus court chemin , et la définition 
générale suivante de la distance : 

Définition. La distance entre deux objets est la droite 
la plus courte que l'on puisse tirer de Tun à l'autre. 

Ainsi la distance d'un point à une droite est la per- 
pendioulaire abaissée de ce point sur la droite , parce 
que cette perpendiculaire est plus courte que toute autre 
droite ; la distance entre deux droites de l'espace est 
leur perpendiculaire commune, parce que cette droite 
est plus courte que toute autre. Mais, remarquons-le 
encore une fois, la distance est exprimée avant tout par 



courte est telle que chacune de ses parties est la plus courte entre 
les deux points qui la terminent. Or, comme la sphère est une surface 
isogène, la distance des deux points sur cette ligne restant cons- 
tante, la ligne qui les relie est toujours égale à elle-même. Cette 
ligne est donc isogène, et, sur une sphère, une telle ligne ne peut 
être qu'un arc de cercle. 

( 1 ) Il semble que ce soit une puérilité, après avoir démontré que 
le plus court chemin entre deux points est une droite , de n'oser ren- 
verser cette proposition et dire : La droite est k plus cmirt chemin 
entre deux points. Pourtant, si entre deux points plusieurs droites 
étaient possiblies, il pourrait se faire qu'une seule d'entre elles fût 
le plus court chemin y et l'inversion ne serait plus permise. (Vob* 
page 1^4. ) 
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une droite et non par une ligne quelconque. Ainsi, 
la distance entre deux points pris sup une sphère, est 
non Tare de grand cercle, mais la droite qui l'es joint. 

D« la droite dans le plan. 

Définition. Le plan est une surface homogène. 

Théorème V. Un plan est déterminé quand on donne 
tune de ses parties (1 ). 

Corollaire. Lorsque deux plans ont une portion com- 
mune , ils coïncident dans toute leur étendue. 

On a déjà vu qu'une droite peut s'appuyer sur un 
plan dans toute son étendue. C'est la conséquence du 
mode de génération du plan : dans la majoration d'une 
portion élémentaire de cette surface , les lignes élé- 
mentaires de cette portion deviennent des droites. 
Mais cette conséquence se trouve aussi dans la propo- 
sition suivante : 

Théorème VI. V intersection de deux plans est une 
droite. 

En effet, la majoration d'une portion de cette inter- 
section devant étendre cette portion à la fois dans les 
deux plans, engendre l'intersection entière (2). 



( 1 ) Nous avons dit plus haut qu'une ligne n'est pas une portion 
de surface. 

(2) Quelques mots de développement ne seront peut-être pas 
inutiles, goil Ah une portion de l'intersection: en tant qu'appavte- 
nant au plan P, par majoration elle reste dans le plan P ; de môme, 
elle reste dans le plan Q ; elle se confond donc avec l'intersection 
des deux plans. Ou bien encore : considérant deux portions de ces 
plans, avec la portion de ligne où elles se coupent, et majorant 
cette ûgure, on engendre les plans entiers et l'intersection entière. 
— Tous ces modes de démonstration sont fort simples ; mais il 
faut s'être bien pénétré du principe de l'homogénéité pour en con- 
cevoir kl puissance et l'application. 
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Corollaire. De là suit qu*il peut y avoir des figures 
rectilignes planes. 

Théorème VII. Par trois points non en ligne droite , on 
ne peut faire passer quun plan. 

Théorème VIII. Un plan ne se bifurque pas. 

Ces théorèmes se démontrent d'une façon analogue 
aux théorèmes correspondants sur la droite : on joint 
les trois points par des droites ; puis , l'un d eux étant 
pris pour centre de majoration , celle des droites qui ne 
le contient pas, se meut, pendant qu'on majore ou mi- 
nore l'espace, d'une façon continue sur les deux autres. 

Corollaire 4 . Par deux droites qui se coupent , on ne 
peut faire passer quun plan. 

Corollaire 2. Quand une droite a deux de ses points 
dans un plan , elle y est contenue tout entière , d'où la 
possibilité de tracer des figures rectilignes planes. 

Théorème IX. Toute portion de droite, située dans un 
plan , si on la prolonge suffisamment^ sort de toute figure 
limitée qui la renferme dans ce plan. 

En effet, si Ton engendre le plan par la majoration d'une 
figure plane qui ne contienne qu'une partie de la por- 
tion de droite, cette figure empiétera nécessairement sur 
l'autre, ainsi que la portion de droite qui lui est attachée. 

Définition. On nomme direction d'une droite, la posi- 
tion de cette droite autour d'un de ses points. 

Nous ferons ici les mêmes questions que plus haut : 
Peut-on éveiller l'idée de direction sans éveiller celle 
do droite ? Ne peut-on pas parler de droite sans faire 
songer à la direction ? La direction n'est donc pour 
nous qu'une manière de considérer la droite dans le 
plan. C'est ainsi que, dans le langage vulgaire, quand 
on dit qu'ww objet B est situé dans une telle direction , 
le lieu A de l'observateur sert de pivot, de jpd/^, et la 
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direction est indiquée par la position du bras (position 
de la droite), qui tourne autour de ce pôle dans un 
même plan , et de manière à indiquer l'objet B. On dit 
encore : Tai suivi telle direction, La droite est alçrs 
prise pour une moyenne servant de mesure à la route 
que Ton a suivie réellement. 

Un théorème curieux vient confirmer cet usage du 
terme de direction. 

Si l'on nomme %éro la direction de la droite qui 
passe par le point de départ et le point d'arrivée, la 
somme des changements de direction est nulle , quelle 
que soit la route suivie. 

Sans s'en rendre compte, on admet tous les jours 
cette proposition comme vraie. La démonstration en est 
facile. Nous prenons pour négatives les directions 

en dessous de la direction qui 
d précédait. Il faut prouver que : 
a — b -{- c — rf-|-e=0. 
Or:a — fe= — n; e— d=— m; 
et: c = m^n, C.Q.F.D. 

C'est, en définitive , le théorème sur les angles exté- 
rieurs d'un polygone, qu'on pourrait énoncer comme suit : 

La somme des changements de direction de tous hs 
côtés, moins un, d'un polygone est égale à la direction de 
ce coté, 

La direction est ce qui distingue une droite de toute 
autre droite qui la coupe; c'est elle, en un mot, qui 
donne le caractère individuel de la droite. 

M. Ueberw^eg a essayé de la définir à priori. Nous 
croyons qu'il y a là une erreur psychologique. Nous 
avons précédemment critiqué cette définition ; ici, nous 
ferons remarquer que cet auteur a eu tort de considérer 
la droite comme située dans Vespace, au lieu de la sup- 
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poser, comme nous, dans le plan. Outre des considé- 
rations d'analyse qui s'opposent à cette manière d'en- 
visager ia direction , on se trouve bientôt en face d'une 
difficulté insurmontable , quand , définissant l'angle la 
différence de deux directions , on est obligé d'expliquer 
comment deux droites qui font , dans l'espace , le même 
angle avec une même troisième , peuvent faire un angle 
entre elles. 

Dëfinitioms. Si, par un point donné dans un pian, on 
fait passer toutes les droites possibles, on a ce que 
nous nommons la rose des directions , et le point donné 
en est le pôle. 

TflÉORÈME X. Toutes les roses des directions sont sem- 
blables, et à chaque direction de Vune correspond une 
direction de Vautre. 

Cette proposition est une conséquence de l'homogé- 
néité du plan. 

Toute détermination nouvelle et, par sa nature, sus- 
ceptible de variation , demande une mesure , une règle, 
une détermination fixe prise pour unité, et que, pour 
le cas qui nous occupe, nous nommerons norme. Dans 
toute rose de directions , nous devons donc prendre une 
direction arbitraire pour norme et lui rapporter toutes 
les autres. Cette direction particulière nous la nomme- 
rons la direction 0. 

ToÉORÈME XI. La, majoration du plan ne change pas la 
direction de ses droites. 

En effet , si l'on majore le plan du point B situé sur 

la ligne des pôles AA', et 
pris comme centre de 
V Q majoration , le point A se 
transporte en A', empor- 
tant la rose avec lui ; la 
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direction de la norme AO n'a pas changé , et , par con- 
séquent, les autres directions se correspondent encore 
(théorème X). 

Remarque. A eette démonstration on objectera peut- 
être que/dans le transport de la rose A en A', la droite 1 
peut avoir pris k position de la droite 2, et récipro- 
quement. Ce saut est incompatible avec Yhamogênétt^ 
du plan. Toutefois , nous pouvons offrir une seconde 
démonstration qui est à l'abri de ce reproche, maîS' 
où cet avantage est compensé par un peu^ plus de lon- 
gueur. La voiei : 

Si nous majorons l'angle OAl, du point A comme 
centre de majoration , et dans un rapport donné, cet 
angle ne change pas de valeur, ni ses côtés de posi- 
tion. Majorons-le maintenant, dans ce même rapport, 
du point B situé sur l'un de ses côtés , et pris comme 
centre de majoration, l'autre côté se transportera 
en A' 1^, par exemple; or, les angles résultant de ces 
deux opérations sont égaux, puisqu'ils ont même forme 
et même grandeur ; donc Fangle 0A4' est égal à 
l'angle OAl, et les directions Al et A'I' sont les; 
mêmes. 

De l-angle et des pasallèle». 

Définitions. La figure formée par deux droites quii 
partent d'un même point se nomme angle ; les^ dcoites' 
sont les côtés de l'angle , et le point dont elles partent 
en est le sommet, hsi valeur (t)de l'angle est la différ* 
rence de la direction de ses côtés. 



(1) Nous évitons d'employer le terme de grandeur en parlant de 
l'angle pour des raisons que nous dirons bientôt. 
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Ainsi la valeur de TangleBÂG est la différence des 

directions AB et A G. Cela suppose 
Q donc qu'on a une unité pour mesu- 
rer cette différence, une unité-dif- 
"^^ férence, ou un angle-unité. On sait 
qu'on prend généralement à cet effet l'angle droit ou 
l'angle d'un degré. 

Tout ce qui précède est conforme aux usages vul- 
gaires que l'on fait des directions et des angles; on 
sait que sur le cercle on marque un ou point fixe ; 
puis l'on désigne chacune des droites qui partent du 

centre, par les chiffres 1,2,3 jusque 360, et 

l'on apprécie par là la valeur plus ou moins grande 
de rinclinaison. Nous allons voir comment l'on cons- 
truit ces divisions. 

Théorème XII. Deux angles sont égaux quand ils ont 
la même valeur. 

C'est , en effet , le seul cas où ils se superposent. 

Étant donc pris un angle , on le promène à partir de 
la direction A , en ayant soin qu'un même côté se 
place successivement dans la direction de l'autre. 
L'angle que l'on prend est de préférence une partie 
aliquote du plus grand écart de direction, qui est 
quatre angles droits, ainsi qu'il résulte de ce qui suit. 

Définitions. Une droite est susceptible d'être parcou- 
rue en deux sens différents ; et la différence de ces deux 
directions contraires est constante pour toutes les 
droites. La moitié de cette différence constitue la valeur 
de Y angle droit; et les deux côtés d'un angle droit sont 
dits perpendiculaires l'un à l'autre ; dans toute autre 
position ils sont obliques, et l'angle est dit ohtus ou aigu 
suivant qu'il est plus grand ou plus petit qu'un droit. 
Il va de soi que les angles droits sont tous égaux. 
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De là la proposition suivante : 
Théorème XIII. Lorsqu'une droite en rencontre une 
autre y elle passe à l'autre côté de cette autre, et les 
angles opposés par le sommet sont égaux. 
Soient les deux droites A B et CD ; la différence des 

directions E A et EB étant égale à 
la différence des directions EC 
et ED, Tangle AEC est égal à 
l'angle BED , et est situé de l'autre 
côté de la droite AB. 

Théorème XIV. Quelle que soit la direction prise pour 
norme, la valeur de V angle reste la même. 

Cette proposition, évidente par elle-même, contient 
comme corollaire que Fangle extérieur d'un triangle est 
égal à la somme des deux intérieurs qui lui sont 

opposés. 
Soit la droite BC prise pour norme; la direction 

X de AC est mesurée par l'angle ACO ; 

la direction de A B par l'angle A B ; 
la différence de ces deux directions , 
'^^ qui est l'angle BAC, est égale à la 
différence des directions ACO et ABO. On a encore: 
BAC+ABC = ACO; et ajoutant l'angle ACB de part et 
d'autre , il vient : 

BAC+ABC-[-ACB=ACO+ACB = 2 droits. 

Ainsi se démontre sans difficulté ce théorème si 
difficile à démontrer par les principes ordinaires. Il 
est inutile de faire remarquer que par là est aussi 
validée la démonstration de cette proposition au moyen 
de la rotation des côtés d'un triangle autour des som- 
mets , et de leur translation le long d'eux-mêmes. (Voir 
page 214.) 
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Passons maintenant à la démousLratian des théo- 
rèmes sur la forme de l'angle , et de la propositicm de 
Mill, que l'écart des deux côtés d'un angle va en 
s'agrandissant de plus en plus. 

Théorème XV. Les angles semblables (1) sont égaux. 

En effet, par la majoration on ne change pas la direc- 
tion des droites; la valeur de l'angle reste donc la 
même; et, comme des angles qui ont même valeur 
sont égaux , les angles majorés , qui ^ont semblables à 
l'angle primitif, lui sont aussi égaux. 

Cette proposition est importante , et elle laisse pres- 
sentir que, dans la théorie des figures semblables, 
nous pouvons poser comme principe que celles-ci ont 
leurs angles homologues égaux. C'était déjà d'ailleurs 
un corollaire du théorème XI (2). 

Théorème XVI. Les côtés d'un angle vont en s' écartant 
de plus en plus , à mesure qu'on s éloigne du sommet , cet 
écartement étant mesuré par la longueur des portions de 
droites interceptées et ayant même direction. 



( 1 ) On ne doit pas oublier que les âgures semblables s'obtiennent 
par la majoration de Tune d'entre elles. 

(2) On comprend maintenant pourquoi nous n'avons pas vonhi 
nous servir de l'expression usitée grandeur d'un angle. C'est que, 
dans l'angle , la grandeur n'est pas opposée à la forme ; mais l'une 
c'est l'autre ; les angles d'une forme donnée ne sont pas, les uns 
plus grands, les autres plus petits; ils sont égaux. Nous n'avons 
pas à parler non plus d'angles équivalents ; les angles équivalents 
sont égaux. La grandeur ne peut jamais appartenir qu'à des 
quantums limités ; aussi , on ne parle jamais de la grandeur des 
paraboles, des hyperboles, etc. Avant d'évaluer la surface de ces 
courbes « on les limite dans tous les sens d'après certaines conven- 
tions. B'aiUeurs, rien n'empêche de se servh: des expressions de 
grand et de 'petit angle , maintenant qu'on a eu soin de montrer que 
ce n'est pas là une grandeur de même nature que celle des figures 
fermées. 




■J 
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Soit un angle BAC, et par le point D lirons une 
droite DG de direction arbitraire. Majorons la figure 

(j^ en partant du point D 

comme centre de majora- 

sE/ ^ ''^^^ • ^^ P^^"^ ^ glisse sur 

\ \ la droite AB et vient , sup- 

-*^^^ ^ ^^ posons-nous , en A', A'D 

étant le double, par exemple, de AD ; A G a reculé 
en A'G, en conservant la même direction. (Donc, pour 
le dire en passant, la droite A G, dans son mouvement, 
n'a jamais eu de point commun avec la position pré- 
cédente; sans quoi elle aurait fait un angle, c'est-à-dire 
une différence de direction, avec cette même position.) 
Le point E s'est mû le long de la droite DG et est 
arrivé en F , de manière que DF soit le double de DE. 
Quant à Tangle C'A'B, il est resté le même (théo- 
rème XV). Si donc on le fait maintenant coïncider avec 
son égal GAB, le point D viendra tomber en D', 
le point F en P; les deux droites DE et D'F ont la 
même direction , et l'une est la moitié de l'autre. 

Si nous avons supposé que AD était doublé en A'D, 
c'était pour aider l'imagination. Quelle que soit la pro- 
portion, on voit que l'on a toujours : AD' : AD=DT' : DE ; 
ce qui était à démontrer. 

Définitions. Les droites qui ont même direction sont 
dites parallèles. Toute droite qui rencontre des paral- 
lèles se nomme sécante. 

Théorème XVIL Deux parallèles font avec une même 
sécante des angles correspondants égau^. 

Gelte proposition est évidente , et elle sert de base 
à la solution du problème qui consiste à mener par un 
point une parallèle à une droite. 

Dans le courant de la démonstration du théorème XVI, 
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nous avons fait remarquer que la droite AG , dans son 
raouvenient, ne coupe jamais sa position précédente ; 
nous pouvons donc regarder comme démontrée la pro- 
position suivante que nous avons signalée parmi les 
postulats : 

Théorème XVIII. Quand une droite est parallèle à 
une autre, elle est tout entière du même côté de cette 
autre. 

Théorème XIX. Deux parallèles ne peuvent se rencon- 
trer si loin qu'on les suppose prolongées. 

Car sans cela elles foY'meraient un angle. 

Théorème XX. Deux droites qui n'ontpas même direc- 
tion se rencontrent. 

Cette proposition est le postulatum d'Euclide sous 
une forme un peu différente. Soient BA et C'K deux 

droites de directions diffé- 
rentes. Par le point A quel- 
conque de la droite AB 
tirons une droite AC, qui 
— ait la même direction que 
KG; et par un point F pris arbitrairement sur KG et 
le point D pris arbitrairement sur AB, tirons une droite 
indéfinie DG. Si nous majorons la figure en partant du 
point D comme centre , le point A se mouvra le long 
de BA; la droite A G s'avancera d'un mouvement con- 
tinu vers la droite KG', jusqu'à ce qu'elle se confonde 
avec elle ; et à ce moment le point A est en A' sur la 
droite BA; la droite C'K prolongée vient donc tomber 
en A'. Quant à la droite A G , elle rencontre tou- 
jours KG'; car il suflBt pour cela de majorer la figure 
dans le rapport de DE à DF. 

Remarque. Les démonstrations des propositions XVI 
et XX sont un peu longues ; mais il est facile de voir 
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qu'elles sont immédiates , et que leur longueur provient 
de la nécessité où nous nous trouvons d'insister sur tous 
ces principes nouveaux auxquels on n'est pas habitué en 
géométrie. Nous pouvons, en effet, nous contenter de 
dire : En majorant la figure de manière que A glisse 
le long de BA, on voit que AC finira par coïncider 
avec KG', sans cesser de couper le côté AB. 

Corollaire 1 . Deux droites qui , situées dans le même 
plan, ne peuvent se rencontrer si loin qu'on les suppose 
prolongées , sont parallèles. 

C'est une conséquence des deux propositions précé- 
dentes. (Voir, dans le livre précédent , la théorie des 
inverses et des réciproques.) 

Corollaire 2. Lorsqu'une droite a de ses points des 
deux côtés d'une autre droite, elle coupe celle-ci. 

Car si elle ne la coupe pas, elle ne la rencontre 
pas (théorème XIII) , et reste toute du même côté 
de cette droite (théorème XVIII), ce qui est contraire 
à l'hypothèse. 

Théorème XXI. Deux parallèles sont équidistantes , 

On sait combien il est facile de démontrer cette pro- 
position. Mais nous allons en démontrer l'inverse qui 
sert de base à la théorie de M. Lamarle sur les paral- 
lèles, et qui lui a coûté des efforts si laborieux. 

Théorème XXII. Toute ligne équidistante d'une droite 
est une droite , la distance étant marquée par la longueur 
fixe d'une portion de droite d'une direction constante. 

En effet , soit CD une ligne équidistante de la 
droite AB , et soient mp , nq, etc. , des portions de 

p g parallèles servant à mesurer 

les distances. Majorons une 

j ^ //-///// ^ portion mnpq de la figure 

dans le sens de A B , de 
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manière que mn s'étende sur AB , on voit que pq 
s'étend le long de CD ; la ligne CD est donc une ligne 
homogène y c'est-à-dire une droite. 

Remarque. Le mode de démonstration est, comme 
on le voit , toujours le même ; et , à la rigueur, il eût 
suffi de faire remarquer que la majoration d'une portion 
de la ligne équidistante engendre la ligne entière. 

Théorème XXIII. D'un point pris sur une droite ou 
en dehors d'une droite y on ne peut mener à celle-ci 
quune oblique faisant avec elle un angle donné. 

(L'angle est naturellement pris dans le même sens.) 

Cela est évident : la direction BO étant prise pour 

norme, les droites AB et AC qui ont 
des directions différentes ne peuvent faire 
sC ^û le même angle avec BO. 

Corollaire. D'un point on ne peut mener qu'une per- 
pendiculaire à une droite. 

De la convexité et de la oonoavîté (1). 

La définition ordinaire du terme convexe est celle 
qu'en donnent Legendre et M. Blanchet : 

Un polygone convexe est un polygone situé entièrement 
d'un même côté de la direction de chacun de ses côtés. 

V Cette définition ne répond pas immédiatement à 

- ■ ■ ... -^ — 

( 1 ) Convexe se dit, par opposition à Concave, d'une sur£ace b<nnbéa 
sphériquement (pourquoi surface? pourquoi sphériquement?) ; 

Bomber y rendre convexe. 

Concave se dit, par opposition à Convexe, d'une surface creusée 
sphériquement; 

Creuser y c'est faire un creux; 

Creux y c*estune cavité; 

Cavité j c'est un creux. 

( Dictionnaire de l'Académie. ) 
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ridée qu'on se fait de la convexité. En effet, avant 
de l'admettre, on se figure une ligne convexe en 
général , et Ton vérifie expérimentalement sur elle la 
vérité de la proposition qui apparaît ainsi comme un 
théorème. 

S"" De là suit que la définition est aussi en quelque 
sorte négative : elle permet, étant donné un polygone, 
de reconnaître s'il est convexe ou non ; mais il faut un 
raisonnement pour construire d'après elle un polygone 
convexe. 

3"" Elle définit un polygone et non une ligne fermée 
ou non fermée; de plus , elle entend la convexité d'une 
figure rectiligne, et non d'une ligne courbe, en général, 
dont la convexité ne peut se définir ensuite qu'au moyen 
de la tangente. 

4* On est forcé de passer sous silence la notion de 
concavité, dont la place serait tout aussi bien ici. En 
^ effet , qui nous dit que la figure ABC est 
plutôt convexe que concave? Pourtant, 
d'après la définition, elle ne serait que 
convexe. 

5* Elle est donc fausse, puisque cette ligne ABC 
est aussi bien concave que convexe. 

y/ / m ^ C'est ainsi encore qu'en analyse 
J la figure toute convexe AMBN se 
p compose de deux parties , l'une con- 

/\ yi cave AMB, l'autre convexe ANB 

/ ^ ' X P^^ rapport à Taxe OX. 
6* De là suit que Legendre et M. Blanchet ne peuvent 
donner la définition du point d'inflexion, définition 
fautive aussi en analyse où on le signale comme le point 
où une ligne change sa courbure , de concave devient 
convexe, ou inversement; d'où il résulterait, à la ri- 
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gueur, que les points A et B seraient des points 
d'inflexion. 

La concavité et la convexité sont relatives au lieu 

de l'observateur : quand on regarde une sphère à 

l'intérieur, on la \oit cojicave ; quand on la regarde à 

A l'extérieur, on la voit convexe. Pour un 

observateur placé entre les deux cercles 

A et B, le cercle A paraîtrait concave et le 

cercle B convexe.' Ainsi l'on peut dire, en 

général, que, 

La négative d'une figure est toujours d'une courbure 

différente. 

Le changement de direction peut avoir lieu dans deux 
sens ; c'est une conséquence de ce qu'une même droite 
sert pour deux directions opposées, différant de 180*. 
Il y a le sens de droite à gauche et celui de gauche à 
droite. 

Définitions. Une ligne est dite concave ou convexe 
quand le changement de direction de ses éléments a 
toujours lieu dans le même sens ; l'un des sens étant 
pris pour marque de la convexité, l'autre l'est pour 
marque de la concavité. Le point d'inflexion est celui où 
la ligne de concave devient convexe , ou inversement. 
Ainsi la ligne polygonale abcdUeN fgh change 
toujours sa direction dans le même sens 
de a jusqu'en M , c'est-à-dire qu'une per- 
sonne qui marcherait le long de cette ligne 
tournerait depuis a jusqu'en M, toujours 
de la droite vers la gauche ; en M, point 
d^inflexion , le changement de direction 
ayant lieu désormais de la gauche vers la 
droite. Si l'on a appelé convexe la pre- 
mière partie do la ligne , celle-ci passe 
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eii M de la convexité à la concavité; en x\ est un 
nouveau point d'inflexion , la ligne repasse de la con- 
cavité à la convexité. Nous avons vu plus haut que la 
somme des changements de direction par rapport à la 
droite ah prise pour norme est nulle, ce qui est con- 
forme au langage ordinaire ^ qui dit qu'une ligne telle 
que ab...gh\B, dans la direction ah. 

Abusivement , on n'emploie que le terme de convexe 
pour désigner la courbure d'une ligne fermée qui 
change constamment de direction dans le même sens. 

De là les propositions suivantes : 

Théorème I. Si sur le périmètre d'une ligne fermée 
convexe on prend deux points et qu'on les joigne par une 
ligne droite , cette portion de droite est tout entière 
située à l'intérieur de la figure positive (et à Vexté- 
rieur de la figure négative, pour laquelle d'ailleurs le 
périmètre serait concave). 

Cette proposition facile à démontrer, définit complè- 
tement la convexité des figures fermées ; il en est de 
même de la suivante qui n'est autre que la définilion 
de Legendre : 

Théorème II. Toute figure fermée convexe est tout 
entière située du même côté de la droite qui passe par l'un 
des éléments de son périmètre. 

Nous nous abstenons de parler de la convexité et de 
la concavité des surfaces , notions qui sont soumises à 
des règles un peu différentes , mais faciles à établir ( I ). 



( 1 ) Pour être complet, donnons encore la définition , si utile en 
analyse , de la convexité et de la concavité relatives. 

Une courbe est dite lourner sa concavité ou sa convexité vers une 
droite Oa?, suivant que la direction de ses éléments se rapprocbfî 
ou s'éloigne d'une autre direction fixe Oy^ inclinée sur Ox. 

La convexité et la concavité peuvent aussi être relatives à un point: 

16 
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De la Symétrie (1). 



Définition. Deux figures sont dites symétriques, 
quand elles sont composées des mêmes éléments , et 
que ceux-ci sont disposés en sens inverse chez Tune 
et chez l'autre. 

Soit m n un élément d'une figure ; l'élément sui- 
vant mq , déterminé par sa longueur et sa direction 
(son angle) par rapport à mn, peut se placer suivant mq 

ou suivant mq' y d'après le sens de cette 
direction : mq est dit symétrique de m g'; 
et les deux figures nmq et nmq' sont dites 
symétriques. — Il est facile d'étendre ce qui 
précède aux surfaces , en remplaçant les élé- 
ments linéaires par des éléments de surface. 
Voici la définition ordinaire de la symétrie : 
Deux figures planes sont symétriques lorsque tous 
leurs points sont à égale distance d'une droite fixe prise 
pour axe de symétrie. 

Deux solides sont symétriques par rapport à un plan, 
lorsque chaque point de l'un a son symétrique dans 
Vautre. Deux points sont dits symétriques par rapport à 
un plan y quand celui-ci est perpendiculaire au milieu 
de la ligne qui, les joint. 





la courbe est convexe^ quand la direction de ses éléments se rapproche 
continuellement de celle des rayons vecteurs (rayons visuels) pas- 
sant par le pôle P ; conca'oe , quand cette direction s'en éloigne. 

( 1 ) Symétrie , proportion et rapport de grandeur et de figure que 
les parties d'un corps naturel ou artificiel ont entre eUes et avec 
le tout. (Dicl, de V Académie, 

Nous avouons ne pas connaître de corps naturel ou artificiel qui 
ne soit pas symétrique en ce sens. 



1" C'est une définition par une propriété, c est-à- 
dire peu intuitive : on a Hdée de la symétrie avant 
celle de sa propriété. Tout le monde sait que les deux 
mains sont symétriques , et cependant on en reconnaî- 
trait difficilement la symétrie par cette définition, qui tout 
au plus pourrait s'appliquer aux deux moitiés du corps. 

2" Cette définition confond la disposition symétrique 
avec la symétrie elle-même : deux mains sont symé- 
triques quand bien même leurs points ne seraient pas 
à égale distance d'un plan fixe pris pour axe de symé- 
trie. De sorte que la définition n'est inversible que par 
l'addition d'un peut. 

Notre définition permet, en outre, de démontrer 
facilement ces deux propositions , qui sont du domaine 
vulgaire : 

Théorème I. Deuœ figures planes symétriques sont 
superposables par rabattement; 

Théorème IL Deux surfaces symétriques le sont par 
retournement. 

Retourner une figure , c'est faire de sa face interne sa 
face externe , et inversement. 

Dans la géométrie élémentaire , on se sert toujours 
de la première proposition sans l'avoir démontrée ni 
même énoncée. Dans la géométrie des solides, on ne 
parle pas de la seconde , laissant ainsi sans explication 
comment il se fait que le gant de la main droite peut , 
après retournement, s'appliquer sur la main gauche. 

X Le rabattement peut se remplacer de 

.^-^lA môme par le retournement. Si je re- 

/ j l tourne la figure BAC comme un gant, 

i / c'est-à-dire en tirant le sommet A et 

"*^-x j ,'' l'amenant en A' , j'obtiens la svmé- 

k trique de BAC. 



La démonstration de ces deux théorèmes repose sur 
les propositions suivantes , qui ne sont que des corol- 
laires de la définition de la symétrie : 

Lemme I. La symétrique de la symétrique d'une figure 
reproduit cette figure. 

Lemme IL Dans toute figure les deux faces sont 
symétriques. 

Ainsi , pour nous servir d'une image , si l'on trace 
sur une vitre une figure , suivant qu'on regarde celle- 
ci d'un côté ou de l'autre de la vitre , ses parties 
prennent pour l'œil une disposition inverse. 

Le rabattement des figures planes est justifié par la 
même considération. La symétrique de la figure BAC 
est tout aussi bien sa face de dessous que la figure 
BA'C. Cette face de dessous est donc égale à la figure 
BA'C; car deux symétriques d'une même figure sont 
égales. C'est là l'essence du rabattement : quand je fais 
tourner la figure BAC autour de B C comme charnière, 
de manière à ce qu'elle vienne tomber sur la figure B A'C, 
la face supérieure de B A' C coïncide avec la face infé- 
rieure de BAC, et sa face inférieure coïncide avec la 
face supérieure de celle-ci. 

Il est inutile, pensons-nous, de chercher à justifier 
la définition ordinaire de la symétrie; il résulte immé- 
diatement de la nôtre , que deux figures placées symé- 
triquement sont symétriques. 

De plus , grâce à notre définition , il n'est plus besoin 
d'un si grand nombre de propositions (Blanchet, livre 
VI; XX à XXV), pour établir cette autre , pour ainsi 
dire, évidente par elle-même : que deux figures sy- 
métriques sont équivalentes. Toute démonstration qui 
démontre une chose évidente par des raisonnements 
laborieux , trahit un vice dans les principes , et doit, 
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autant que possible, être remplacée. C'est ici le cas. 
Notre définition de deux figures symétriques, indiquant 
qu elles ne diflferent que par la disposition des parties, 
il s'en suit immédiatement que des figures symétriques 
sont équivalentes , et même égales , car elles ont même 
grandeur et même forme. Il est vrai que l'une est à gauche 
ce que l'autre est à droite ; mais ce n'est qu'une relation 
tout extérieure, une relation à l'observateur, que cet 
observateur soit personnifié à l'intérieur ou à l'exté- 
rieur de la figure, ou qu'il soit la figure elle-même, ou 
l'une de ses parties personnifiées ( 1 ). 

g 2. — dp:s figures semblables. 

Nous avons vu que la définition de la figure doit être 
génétique, et ne contenir ni t,rop , ni trop peu d'éléments 
de description. Mais ce que nous en avons dit a trait 
seulement à Ja figure ge^ire, et non à la figure individu. 
i\ous nous expliquons. La définition du triangle , par 
exemple , dit que c'est une figure fermée à trois côtés 
rectilignes. Cette définition comprend tous les triangles 
possibles. Il s'agit maintenant de savoir comment je puis 
décrire, définir un triangle particulier, ce triangle-d 
à l'exclusion de ce triangle-/à. Il ne faudrait pas ré- 
pondre que le triangle est déterminé comme individu, 
quand, au lieu de laisser les côtés quelconques, on 
en donne la longueur. C'est vrai pour le triangle, mais 
ce ne serait plus vrai pour un quadrilatère ou un 



i n II est remarquable que les polygones réguliers pairs jouissent, 
au point de vue de la symétrie, de propriétés difiFérentes des poly- 
gones réguliers impairs ; les premiers pouvant se diviser en deux 
parties égales , les seconds ne le pouvant qu'en parties symétriques. 
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polygone en général, en un mot, pour toute figure 
fermée de plus de trois côtés rectilignes. 11 ne suffit 
donc pas de déterminer, d'individualiser les éléments 
contenus dans la définition du genre, pour déterminer 
l'individu. Or, comme le géomètre étudie le genre dans 
l'individu , il faut qu'il sache distinguer ce qui appar- 
tient au genre de ce qui appartient à l'individu. La 
question à résoudre est donc la suivante : 

Supposé connue la description du genre, comment 
décrire l'individu ? 

La restriction, supposé connue la description du genre, 
est nécessaire, et l'on doit y faire attention. 

Or, la description doit être telle que par son moyen 
on puisse obtenir l'individu et n'obtenir que lui seul. 
En d'autres termes , il faut que tous les individus que 
Ton pourrait décrire sur la même définition individuelle, 
soient égaux entre eux. 

Les conditions d'égalité de la figure sont donc les 
éléments individuels de la description. 

Donnons des exemples : 

1) Deux triangles sont égaux, quand ils ont les trois 
côtés égaux chacun à chacun. — Donc la longueur des 
trois côtés détermine l'individualité du triangle. 

2) Deux triangles sont égaux, lorsqu'ils ont un angle 
égal compris entre côtés égaux chacun à chacun. — 
Donc un angle et la longueur des côtés adjacents déter- 
minent un triangle. 

3) Deux triangles sont égaux quand ils ont un côté 
égal adjacent à deux angles égaux chacun à chacun. — 
Donc un côté et les angles adjacents déterminent un 
triangle. 

4) Deux cercles sont égaux, si leurs rayons sont 
égaux. — Donc le rayon détermine le cercle. 



5) Deux ellipses sont égales, si leurs axes sont égaux 
chacun à chacun ; 

6) Si deux diamètres conjugués, égaux chacun à 
chacun , comprennent le même angle ; 

7) Si la distance focale et la somme des rayons 
vecteurs sont égales chacune à chacune. 

8) Deux ellipsoïdes sont égaux, si leurs axes sont 
égaux chacun à chacun. 

Donc les axes, deux diamètres conjugués et leur 
angle , Texcentricité et le grand axe , déterminent une 
ellipse; les trois axes déterminent un ellipsoïde. 

En résumé, les éléments individuels d'une figure 
forment en elle une figure particulière, qui est , si nous 
pouvons employer cette expression, le squelette sur 
lequel viennent s'appliquer les chairs d'après la loi qui 
préside au genre (1). 

Pour le triangle, cette loi est: 4) que les côtés se 
louchent deux à deux; 2) que la figure soit fermée par 
le troisième côté; 3) que les deux autres côtés se placent 
dans la direction des côtés des angles. 

Pour le cercle 4) que l'une des extrémités du rayon 
mobile passe toujours par le centre. 

Pour l'ellipse , la loi est représentée par l'équation 
5) a'y'+b'x'= a^¥\ 6) alHf + V'x^ = a'* 6'^; 7) par la 
condition que la somme des rayons vecteurs partant 
des foyers, soit constante. 

•C* î/* %^ 

Pour l'ellipsoïde 8) par l'équation : — +ïr+T = ^• 

( 1 ) On doit bien faire attention que le squelette ne contienne pas 
plus qu'il n'est nécessaire. Ainsi , dans la génération des sections 
coniques au moyen de deux cercles fixes , sur lesquels roule un 
troisième cercle variable de rayon, il ne faut pas regarder le 
s quelette comme composé dos rayons et de la distance des centres , 



- 256 — 

Cela établi , voici deux théorèmes généraux de la 
plus grande importance. 

Définition. Nous entendons par figures de même 
espèce, les figures semblables dans le même genre. 

Théorème I. Les figures de même espèce ont leurs sque- 
lettes semblables {de même espèce). 

C'est un corollaire qui découle du théorème fonda- 
mental sur la forme, et delà génération des figures 
de môme espèce. Pour^ engendrer celles-ci , en effet , 
il suffit de majorer ou de minorer un individu quel-* 
conque; or cette majoration portant proportionnelle^ 
ment sur toutes les parties, le squelette est majoré 
aussi dans le même rapport. 

Théorèbie II. IjCs figures de même genre qui ont leurs 
squelettes de même espèce, sont semblables {de même 
espèce). 

En effet, en majorant convenablement ces figures, on 
rend leurs squelettes égaux, ce qui les fait devenir 
elles-mêmes égales. Or, les figures qui deviennent 
égales par majoration sont des figures semblables. De 
là, comme corollaires, les deux théorèmes suivants : 

Théorème III. Les figures dissemblables ont leurs sque- 
lettes dissemblables. 

Théorème IY. Les figures qui ont leurs squelettes dis- 
semblables sont dissemblables. 

Mais à l'occasion de ce dernier théorème , nous de- 
vons rappeler ce que nous avons dit du paradoxe 



mais comme formé de la somme ou de la différence de ces rayons, 
pour l'ellipse et l'hyperbole ; du rayon augmenté de la moitié de 
l'excès de la distance du centre à la droite fixe sur le rayon, 
pour la parabole. — - Voir d'ailleurs ce que nous allons dire du 
paradoxe géométrique. 






géométrique à propos du cercle circonscrit à un 
triangle , ou du cercle en tant que déterminé par trois 
points. Bien que la figure déterminée par ces trois 
points soit toujours semblable , quelle que soit la 

position de ceux-ci, les deux 
figures ci-jointes ne le sont pas, 
en tant qu^n laisse sur la cir* 
conférence les points qui l'ont 
déterminée. 

C'est que le squelette fait corps avec la figure elle* 
même. Ainsi encore les deux figures ci-jointes for- 
mées par les traits forts 
et correspondant aux cas 
\ y(^ ^ 2 et 3, ne sont pas sem- 
blables (pas plus qu'é- 
gales) , quoiqu'elles puissent appartenir à des figures 
semblables (ou égales); mais, en tant qu'on considère 
le squelette comme faisant partie de la figure, on ne 
pourrait pas dire que ces deux figures sont égales. 

L'exemple suivant, pris dans une partie plus élevée 
de la science , est parfaitement concluant. 

Deux hyperboloïdes semblables ont leurs axes sem- 
blables; et ils ont aussi leurs directrices semblables. 

Deux hyperboloïdes sont semblables , s'ils ont leurs 
trois axes semblables, et encore s'ils ont trois de 
leurs directrices semblablement placées. 

Deux hyperboloïdes sont dissemblables si leurs trois 
axes sont dissemblables . 
Et pourtant on ne peut pas dire : 
Deux hyperboloïdes sont dissemblables si leurs trois 
directrices sont dissemblables. 

Mais, si au lieu de considérer l'hyperboloïde pur et 
simple, on le considère en tant que renfermant en lui 



les axes et les directrices , ces deux dernières proposi- 
tions sont vraies an même titre» Seulement la première 
est toujours vraie, parce que les axes forment une 
figure déterminée dans Thyperboloïde, tandis qu'il n'en 
est pas de même des directrices qui sont prises arbi- 
trairement sur la surface , comme les trois points sur 
la circonférence du cercle. 

Le quatrième théorème donne toujours lieu à un 
paradoxe ; mais comme ce théorème est de sa nature 
tout négatif et que son emploi est par là même peu fré- 
quent, pour ne pas dire nul, on ne doit pas s'y arrêter. 
Toutefois, c'est ce même paradoxe qui explique la na- 
ture toute particulière de la similitude en géométrie 
analytique , où les axes forment une figure qu'on ne 
peut abstraire de la figure totale qu'au moyen du chan- 
gement de certaines quantités dans l'équation de la 
figure. Deux courbes, en effet, ne sont pas égales quand 
leurs équations sont identiques , car il faut en outre 
qu'on prenne le même système d'axes. Ce point étant 
facile à développer , nous ne nous en occuperons pas 
davantage. 

Théorème V. Le squelette peut toujours se ramener à 
des lignes droites faisant entre elles de certains angles. 

Corollaire \ . Comme les angles semblables sont égaux^ 
et que les lignes de deux figures semblables sont propor- 
tionnelles, les conditions de similitude seront ramenées 
à V égalité des angles et à la proportionnalité des côtés de 
ces angles. 

Le théorème est évident à priori. Si l'on considère 
une courbe quelconque, elle est donnée par son sque- 
lette et sa loi de génération ; le squelette est nécessai- 
rement plus simple que la courbe; comme la similitude 
de deux courbes de ce genre a été ramenée à celte de 
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leurs squelettes, on a supprimé, dans Téfude de cette 
similitude, une loi de génération. Maintenant , le sque- 
lette peut être lui-même une courbe; mais celle-ci, se 
ramenant à son squelette, et la loi de sa génération 
étant mise de côté , le squelette de la figure primitive 
va se simplifiant de plus en plus; et comme, en défini- 
tive, une courbe, si compliquée qu'elle soit, est donnée 
par un nombre fini de lois de génération , on ramène 
son squelette à une figure composée de longueurs en 
ligne droite , et des dispositions de celles-ci , c'est-à- 
dire des angles que ces droites font entre elles. 

Considérons la courbe poin- 
tillée ci-contre, dont voici la 
loi de génération : 

On décrit un cercle de rayon 
CR ; on prend un point A dans 
le plan de ce cercle , puis Ton 
fait mouvoir une droite A M, qui 
coupe le cercle en différents 
points R,R', R", R'", etc., et 
l'on prend toujours les droites 
RM, R'M', R''M"; R"'M'" égales 
à une longueur donnée. 

Deux de ces courbes seront égales évidemment quand 
le cercle et les quantités A C et RM seront les mêmes. 
Mais le cercle lui-même est donné par son rayon ; le 
squelette se réduit donc à ces trois longueurs; et nous 
pourrons poser comme conditions de similitude la pro- 
portionnalité de ces trois longueurs. Quant à la dispo- 
sition , elle est donnée en ce que le centre C doit se 
trouver à l'extrémité de AC, et que la longueur RM doit 
être prise sur le prolongement du rayon; mais cette 
disposition même est déjà une loi ; et nous pouvons dire 
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que l'angle lui-même est une loi de disposition, de géné- 
ration , d'où , en analyse , l'emploi des termes d'angle 
de contingence, angle de torsion , qui indiquent la dispo^ 
eition des éléments d'une courbe. 

Delà: 

Corollaire 2. Toute figure dont le squelette se compose 
d'une seule longueur ( 1 ) appartient à un genre espèce , 
ceshà-dire que toutes les figures de ce genre sont 
semblables. 

Ainsi se trouvent démontrées les propositions suivan- 
tes, indémontrables par la méthode synthétique à moins 
qu'on r/emploie les infiniment petits ou les limites : 

Deux cercles sont toujours semblables, car le squelette 
du cercle se réduit à son rayon. 

Deux sphères sont toujours semblables. 

Deux paraboles sont toujours semblables, car une 
parabole est déterminée par la distance de son foyer à 
la directrice. 

Deux cycloïdes sont toujours semblables , car la cy- 
cloïde est déterminée par son cercle générateur, et 
celui-ci l'est par son rayon. 



( 1 ) Nous avions d'abord voulu employer Texpression de paramètre, 
mais nous nous serions exposés à des confusions en géométrie ana- 
lytique. En effet, toute courbe de la forme : F (a? , y, a ) = o n'est pas 
nécessairement une courbe d'un genre espèce, parce que cette 
équation comprend, entre autres, celles de la forme : F [x,y,fa)=^o. 
Le cas suivant est très-simple : l'équation : a* y^ -]-ax^ — a = o 
qui ne dépend que du seul paramètre a, peut cependant représenter 
une ellipse ou une hyperbole , suivant que a est positif ou négatif. 
C'est que a* est lui-même fonction de a et comprend un nouveau 
paramètre, à savoir : 2. 

Quel que soit d'ailleurs le nom qu'on donne aux parties du sque- 
lette d'une figure, notre théorie ne peut donner lieu à aucune 
confusion. 
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Tous les polygones réguliers du même nombre de 
côtés sont semblables car ils sont déterminés par h 
longueur seule de ce côté. 

Il est inutile de multiplier ces exemples. 

Si nous passons aux cas plus compliqués , nous pou- 
vons dire à priori : 

1)Deux triangles sont semblables, quand ils ont les 
trois côtés proportionnels ; 

2) Quand ils ont un angle égal compris entre côtés 
proportionnels ; 

3) Quand ils ont deux angles égaux. 

5) Deux ellipses sont semblables» quand elles ont 
leurs axes proportionnels ; 

6) Quand deux diamètres conjugués comprenant le 
même angle sont proportionnels ; 

7) Quand l'excentricité et le grand axe sont propor- 
tionnels. 

8) Deux ellipsoïdes sont semblables quand leurs axes 
sont proportionnels. 

Telle est notre théorie de la similitude à priori. Elle 
ramène toutes les questions sur la similitude à celle 
de régalité de deux figures; et Ton peut à priori 
aussi donner immédiatement les conditions de simi- 
litude de deux figures, quand on en donne la géné- 
ration. Par là aussi on pourrait démontrer tous les 
théorèmes qui ont été l'objet de postulats, telles sont 
les propositions sur les angles des triangles et les 
parallèles. 

En effet, de 3) il suit que les trois angles des 
triangles semblables sont égaux; que la somme des 
angles des triangles semblables est constante; et que 
deux angles étant donnés , le troisième est déterminé. 
Or, cela étant , il est facile de démontrer qu'un triangle 




quelconque a ses angles égaux à deux droits. Soit 
DBC ce triangle quelconque; lirons CA de manière 

que Tangle BCA soit égal à l'an- 
gle A DC; les deux triangles ACD 
g et ABC auront deux angles égaux 
chacun à chacun ; donc l'angle ACD 
sera égal à l'angle B. Or, les angles du triangle DBC 
sont égaux à ceux du triangle ABC, augmentés des 
angles en D qui font deux droits, et diminués de ceux 
du triangle ACD, égaux à ceux du triangle ABC; il 
reste donc exactement deux droits pour les angles du 
triangle DBC; ce qu'il fallait démontrer. 

Par les théorèmes qui précèdent, toute la théorie des 
ligures semblables, qui occupe une place si considérable 
dans les éléments de géométrie, se trouve ramenée 
au simple énoncé des propositions, et encore on peut 
se contenter de citer les énoncés au moment même où 
l'on en a besoin. Tels sont les deux suivants : 

Une parallèle menée à la base d'un triangle divise les 
deux autres côtés en parties proportionnelles. 

Toute droite qui divise deux côtés d'un triangle en 
parties proportionnelles , est parallèle au troisième, etc. 

g 3. — DE LA MESURE DU CERCLE. 

Nous avons vu que la ligne droite jouit d'une pro- 
priété commune au cercle, de la propriété de pouvoir 
glisser sur ellc-mcme, ou d'ctic composée de parties 
égales. Ces deux figures appartiennent donc à un genre 
de figures plus général, ou elles rentrent l'une dans 
l'autre. Dans le paragraphe sur le postulatum d'Euclide 
(page 203), nous avons déjà fait remarquer que, quand 
une figure varie d'une manière continue , il arrive sou- 
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veut (lu'unc de ses propriétés saillantes se présente en 
sens inverse et que la position intermédiaire unique 
conduit à un cas de parallélisme ou de perpendicularité, 
selon qu'on passe par l'infini ou par zéro. Chacune de ces 
positions est la position limite , et cette limite jouit des 
propriétés de la figure variable, et, en outre, d'autres 
propriétés qui lui sont propres en vertu de son carac- 
tère de limite. Si donc l'on considère une suite de cir- 
conférences dont les centres sont situés tous sur une 
même droite, et passent tous par un même point A 
de cette droite, on voit que la courbure diminue à 
mesure que le rayon augmente; puis, tout d'un eoup, 
la courbure se trouve avoir lieu en sens contraire, et 
les centres apparaissent à l'autre côté du point A et 
s'avancent vers lui. La position intermédiaire, celle où 
la courbure n'est ni dans un sens ni dans l'autre, est 
une droite passant par A et perpendiculaire à la ligne 
des centres. 

Nous pouvons donc considérer la droite comme la 
limite des circonférences dont le rayon va toujours en 
croissant, et cette qualité de la droite d'être la limite 
des circonférences, est accusée par la propriété com- 
mune qu'elle a avec la circonférence, propriété caracté- 
ristique et définissant la circonférence même. 

Cette observation nous met en mesure de résoudre 
une difficulté célèbre. Peut-on considérer la circonfé- 
rence comme un polygone régulier d'un nombre infini 
de côtés? Quand on admet cette définition, les théo- 
rèmes sur la mesure de la circonférence et celle du 
cercle sont d'une simplicité extrême, avantage incon- 
testable. Si, au contraire, on a recours à la théorie 
des limites, et que l'on considère la circonférence entre 
deux polygones réguliers , l'un inscrit , l'É^utre circons- 
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crit , qui tendent de plus en plus à se coutondre , ou 
^ont la différence décroit en raison de la multiplication 
des côtés, on obtient, à la vérité, une grande rigueur 
dans le raisonnement, et surtout une certaine unifor- 
mité dans la méthode ; mais combien ces avantages 
sont compensés par la longueur et l'enchaînement labo- 
rieux des propositions ! 

D'un autre côté , on est toujours ramené à la théorie 
des limites quand on veut justifier la première définition 
de la circonférence. Qu'est-ce qu'un polygone régulier? 
C'est , d'après la définition la plus exacte , un polygone 
dont tous les côtés, ainsi que les angles^ sont égaux. — 
Pourquoi dès lors une ellipse ne peut-elle pas être 
considérée comme un polygone régulier? Car les côtés, 
étant infiniment petits, sont tous égaux ; et l'angle de 
deux tangentes consécutives , étant égal à deux droits , 
moins un angle infiniment petit, les angles sont aussi 
égaux. Pour abvier à cette difticulté , on se voit obligé 
de montrer que la circonférence peut toujours être 
circonscrite à un polygone régulier, et que ce polygone 
se rapproche de plus en plus de la circonférence à 
mesure que le nombre des côtés croît ; ce qui est au 
fond la théorie des limites, moins la franchise. N'y 
a-t-il à choisir qu'entre la rigueur et la longueur d'une 
part, la brièveté et le saltus de l'autre? Heureusement 
non. On peut combler ce saltus. Et c'est la théorie sur 
l'inversibilité des théorèmes et des définitions qui en 
fournit le moyen. 

Définition. Un polygone régulier est celui dont tous 
les côtés sont égaux, et tous les angles égaux. 

Théorème. Un polygone régulier peut tourner sur 
lui-même . sans changer de position , c'est-à-dire , que 
cliaque côté peut prendre successivement la place de , 
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celui qui le suit , sans qu'il y ait aucun changement dans 
la figure. 

Inverse. Tout polygone qui jouit de la propriété de 
tourner sur lui-même, est un polygone régulier. 

Corollaire. Le cercle jouit de celte propriété; il peut 
donc être assimilé aux polygones réguliers. 

Veut-on une proposition sur le nombre des côtés? 

Théorème. Le nombre de positions différentes que peut 
prendre le polygone régulier, sans qu'il change de lieu, 
est égal au nombre de ses côtés. 

\j inverse est également vraie. Le nombre des côtés 
d'un polygone est égal au nombre de positions diffé- 
rentes qu'il peut prendre sans changer de lieu. 

Et comme le cercle se meut d'une manière continue 
sans changer de lieu, le nombre de ses côtés est infini- 
ment grand. 

g 4. — CONSIDÉR.VTIONS THÉORIQUES SI'R LES UNITÉS ET 

LES NORMES. 

Des coordonnées. 

Quand un quantum — comme la grandeur — peut 
varier d'une façon continue et illimitée, il est néces- 
saire de prendre cette chose à un moment donné , de 
supposer qu'à ce moment sa détermination est absolue, 
et d'y rapporter toutes ses autres déterminations. 
Cette détermination fixe est un point de repère, un 
centre, à partir duquel on compte la distance des diffé- 
rentes haltes. Nous nommons donc unité ou norme 
(suivant le cas) toute détermination regardée comme 
fixe et absolue , au moyen de laquelle on apprécie le dif- 
férent, le variable. 

17 
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C'est du soin que Ton mettra à lîxep Taulté ou la 
norme des diverses déterminations de la géométrie, 
que dépendra la résolution de plusieurs difficultés qu on 
y rencontre. Nous en avons vu un exemple remarquable 
à l'occasion de la direction, où, par l'emploi d'une 
norme, jusqu'ici non encore dégagée, nous avons été 
mis à même de résoudre immédiatement beaucoup de 
problèmes restés sans démonstration. 

Nous allons procéder systématiquement à la recherche 
de ces unités ou de ces normes. 

Les problèmes de la géométrie se ramènent, en 
général, à celui de placer un point A dans un lieu de 
l'espace, d'après certaines conditions. 

Pour cela, prenons un premier point arbitraire et sup- 
posé flxe, que nous nommons origine, et auquel nous 
allons rapporter tous les autres. L'origine est la pre- 
mière norme. 

Supposons que par l'origine et le lieu où doit être 
placé le point A, passe une droite — nous verrons tantôt 
le moyen de déterminer cette droite. — Le point A sera 
connu si nous connaissons sa distance de l'origine (et le 
sens dans lequel on compte cette distance). La distance 
est une quantité variable, qui peut devenir plus grande 
et plus petite. Pour la mesurer, nous avons besoin d'une 
distance fixe regardée comme absolue; c'est Vunité de 
distance. 

Les distances peuvent se compter en (^eux sens , la 
distance de A vers B étant la même que celle de B vei*s 
A. C'est, du reste, une conséquence de la symétrie de 
la droite; la droite BA étant égale (par superposition) 
à la droite AB. 

Il s'agit maintenant de déterminer la position de 
cette droite. Or , celle position ne peut s'apprécier 
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qu'au moyen de celle d'une droite arbitraire regar- 
dée comme fixe, que, pour plus de simplicité, on 
fait passer par l'origine , et qui est la seconde norme. 
Si^ par cette droite fixe et le point A, on fait passer un 
plan , la position de la droite mobile , qui partant de la 
droite fixe, tourne autour de l'origine pour s'arrêter au 
point A , s'appréciera au moyen de la valeur de Yangle 
plan qu'elle fait avec la droite fixe. Cet angle étant 
susceptible de devenir plus ou moins grand , on a 
besoin d'une nouvelle unité , Yunité d'angle. En outre , 
on doit savoir dans quel sens il faut compter l'angle ; 
car tout angle peut se compter en deux sens ; l'angle 
est symétrique, c'est-à-dire que l'angle BAC est égal à 
l'angle C A B. 

Comment le plan sera-t-il à son tour déterminé de 
position dans l'espace ? Au moyen d'un plan arbitraire 
supposé fixe, que, pour plus de simplicité, on fait passer 
par la droite fixe : c'est la troisième norme. L'incli- 
naison du plan variable sur ce plan fixe , ou Yangle 
dièdre de ces deux plans, déterminera à chaque instant 
la position du premier. L'angle dièdre aura aussi son 
unité , Yunité d'angle dièdre. Enfin les angles dièdres 
sont susceptibles de se compter en deux sens ; ils 
sont symétriques; l'angle dièdre/? A Bç est égal à l'angle 
dièdre gBAp (1). 

Telles sont les déterminations élémentaires de l'es- 
pace: les normes, point fixe, droite fixe, plan fixe, d'un 
côté ; les unités de distance , d'angle plan , d'angle 



I ) Il était peut-être tout aussi avantageux de commencer par 
supposer un plan fixe dans l'espace, une droite fixe dans ce plan, et 
un point fixe sur cette droite , puis de procéder à la recherche des 
coordonnées du point A. La marche analytique nous a cepen- 
dant paru préférable. 



Car Tunité isogène ne peut servir que pour le quantum 
auquel elle appartient et non pour les autres quantums 
isogènes , fussent-ils de même nature. 

.Ainsi un arc de circonférence ne peut servir à mesurer 
les arcs d'une autre circonférence. 

Le quantum homogène, quel qu'il soit, est mesurable 
par sa portion , et tous les quantums homogènes sont 
identiques. 

L'unité de longueur est donc une portion de droite ; 
l'unité de surface , une portion de plan ; l'unité de 
volume, une portion d'espace. Et en passant, remar* 
quons que cette dernière unité prise d'un quantum 
homogène, n'aurait pu être prise ailleurs. On peut donc 
dire que mesurer une ligne courbe , c'est la rectifier; 
mesurer une surface courbe, c'est la planifier. 

Nous sommes au bout de notre tâche. Nous avons 
résolu , croyons-nous , d'une manière satisfaisante , les 
questions que nous nous sommes proposées. Ce qui 
suit n'est en quelque sorte qu'une table des matières 
d'une géométrie , où Ton mettrait en pratique les 
principes que nous avons développés dans cet ouvrage. 
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PLAN DE LA NOUVELLE GÉOMÉTRIE. 



PREUiniIVAlRES. 

Définitions. — Géométrie — Figure négative et figure 
positive; surface, ligne, point; les trois dimensions de 
l'espace; homogénéité, et le corollaire que toute figure 
a une grandeur et une forme indépendantes l'une de 
l'autre ; isogénéité ; continuité — Égalité et superpo- 
sition ; similitude et majoration ou minoration ; équiva- 
lence et déformation ou transformation — Problème , 
théorème , lemme , corollaire , et le terme général de 
proposition. 

Postulats arithmétiques. 

Théorèmes fondamentaux. — 1. Inverses et récipro- 
ques : la proposition directe affirme une propriété d'une 
figure donnée ; l'inverse prouve que cette propriété 
définit la figure; la réciproque qu'aucune autre figure 
ne jouit pas de cette propriété ; corollaire sur le para- 
doxe géométrique. — 2. Sur la forme et la grandeur, et 
corollaires. — 3. Sur les quantums isogènes. 

Espace, plan et droite. — Leur génération; corollaires: 
le plan partage l'espace, et la droite le plan, dans toute 
son étendue. 
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LIVRE I. — GÉOMÉTRIE DANS LE PLAN. 

Chap. I. — Notions fondamentales. — Droite dans 
Tespace, distance ; droite dans le plan, direction ; angles 
et parallèles ; concavité et convexité ; symétrie. 

Chap. II. — Polygones. — A. Trigones : ce sont les 
polygones dont l'étude est la plus importante, puisque 
tout polygone peut se décomposer en trigones. a) 
Triangle et propriétés générales : égalité , similitude ; 
somme des angles; propriétés des côtés (a<fc-f t?; 
ayh — c). Triangle rectangle; triangle isocèle et le 
corollaire que , la base étant plus petite que la somme 
des deux autres côtés, toute perpendiculaire est plus 
courte que toute oblique ; triangle équilatéral (voir les 
polygones réguliers), fc) Angle et sa bissectrice; pro- 
priété de celle-ci. — B. Polygones proprement dits : 
leur décomposition en trigones ; théorèmes sur les 
sommets, les angles, les diagonales (1). a) Polygones 
réguliers : égalité , similitude , propriétés générales. 
b) Figures composées : Iriangle rectangle divisé par la 



1 I On ])eut se poser, sur les polygones, plusieurs questions qu'on 
a coutume de laisser de cùt<^ ; telles sont les suivantes : 

Combien peut-on décrire de polygones ayant les mêmes sommets? 

Combien ayant les mêmes droites indéfinies pour côtés? 

Quelles sont les conditions qui déterminent Tindividualité d'un 
polygone ? 

Les deux premières offrent une application très-simple des com- 
binaisons circulaires, et sont tout au moins aussi intéressantes que 
celle qui porte sur le nombre des diagonales. La troisième n'est que 
l'extension des théorèmes analogues sur les triangles. En effet, ces 
cpnditions sont : tous les côtés avec leur rang, et tous les angles 
sauf trois ; ou bien : tous les côtés moins un avec leur rang, et tous 
les angles sauf deux ; ou bien encore : tous les côtés moins deux 
avec leur rang, et tous los angles sauf un. 
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hauteur; les bissectrices, les hauteurs, les médianes, 
les perpendiculaires au milieu des côtés dans un triangle. 

Chap. III. — Cercle. — a) Rayon, diamètre, circon- 
férence; égalité, similitude; rapport de la circonférence 
au diamètre : tous les cercles étant semblables , ce 
rapport est constant et on le nomme iz ; le cercle jouit 
des propriétés des polygones réguliers, b) Figures 
composées: sécante et tangente; angles au centre, à la 
circonférence , en dedans ou en dehors de celle-ci ; 
cordes et sécantes ; polygones inscrits et circonscrits ; 
calcul de t:. 

C^xpAY.^- Mesure des surfaces, — a) Triangle équi- 
valent à un demi-parallélogramme; parallélogramme 
équivalent à un rectangle ; comparaison des rectangles. 
Aire des polygones : des polygones réguliers ; du 
cercle. Rapport des aires des figures semblables ; de 
deux triangles ayant un angle égal ou supplémentaire. 
b) Figures composées : les triangles divisés par leur 
bissectrice ; théorème de Pythagore et corollaires ; 
passage à la trigonométrie. 

LIVRE II. — GÉOMÉTRIE DANS L'ESPACE. 

Chap. I. — Notions fondamentales. — Droite et plan ; 
angles dièdres. 

Chap. II. — Polyèdres. 

CuAP. III. — Corps ronds. — Cylindre; cône ; sphère. 

Chap. IV. — Mesure des vohnnes. 
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Si Dous envisageons notre sujet au point de vue purement 
mathématique, il se présente tout d'abord une question 
intéressante , celle de ramener à wa nombre déterminé et le 
phts petit possible les propositions fondamentales de la géo- 
métrie , et d*en déduire tous les théorèmes avec rign^ewr, 

La géométrie d'Euclide , on le sait , n*a résolu qu'incom- 
plètement ce problème. Outre les définitions des figuras 
premières, lignes, surfaces, etc., elle pose, sous le nom 



( 1 ) Cette dissertation a été publiée pour la première fois dans les Archives 
pédagogiques, vol. XVII, 1851. — L'introduction et quelques parties du 
système ont été modifiées par l'auteur lui-même en vue de cette tradactron. 

(Nùte du tradwitéurj 
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d'aociomes et de postulats^ une suite de propositions non 
démontrées , sans s'expliquer , et avec raison , sur leur 
validité ; car c'est la mission de la philosophie , et en parti- 
culier de la théorie de la connaissance. Mais même sous le 
rapport mathématique , on peut lui reprocher : 

1. L'énumération incomplète en fait, quoique complète 
en apparence , des axiomes : l'existence du plan , la eom- 
parabilité de toutes les lignes d'après leurs rapports de 
grandeur, l'égalité qu'on étahlit entre la somme de plusieurs 
angles et l'angle formé par les deux côtés extrêmes , d'où 
suit la mesure des angles ; toutes ces propositions ne sont 
mentionnées ni parmi les axiomes , ni parmi les théorèmes ; 
et Euclide lui-même , sans aucun doute , n'avait pas songé 
à en faire l'objet de son attention , les croyant implicitement 
comprises dans ses axiomes et postulats. 

2. Le défaut de principe pour l'ordre des axiomes. A la 
vérité, il est impossible de déduire les axiomes, car ils per- 
draient alors, ce caractère ; mais on peut les établir d'un 
point de vue général, de manière à en montrer l'ensemble. 
De là le troisième inconvénient : 

3. Le nombre indéteiminé de ces axiomes. Rien ne nous 
assure ainsi que les développements postérieurs de la Géomé • 
trie ne nécessiteront pas une augmentation de ce nombre, 
comme , d'un autre côté , il n'est pas prouvé qu'on ne 
puisse lui faire subir une diminution en démontrant quel- 
ques-uns d'entre eux. 

Malgré des efforts réitérés , ces lacunes n'ont pas encore 
été comblées ; et la solution de la difUculté , même dans 
le cas où cette solution ne serait pas élémentaire , n'en 
aurait pas moins un grand intérêt scientifique. Nous no 
voulons pas dire que plus tard on ne trouvera pas le moyen de 
faire entrer, dans l'enseignement élémentaire, les résultats 
de la science , mais ici il s'agit, avant tout , d'un problème 
scientifique et non didactique. 

Mais ce n^est pas seulement Tintérét mathématique qui a 
été l'occasion de ce travail , il y en a un autre tout philo- 
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sophique , tout logique , ayant trait à la théorie de la 
connaissance : 

D'où provient , dans les mathématiques , la certitude des propo- 
sitions fondamentales qu'on ne peut prouver mathématiquement ? 

Parmi les différentes hypothèses proposées en réponse 
à cette question , celle de Kant est particulièrement digne 
d'attention. D'après lui, l'intuition de l'espace est en 
nous à priori comme la forme de la sensibilité extérieure. 
Ainsi , avant toute expérience , et indépendamment de toute 
expérience , quoiqu'elle ne vienne à la conscience que par 
l'expérience, le moi produit cette forme, comme toutes 
les formes de l'intuition et de la pensée en général , de lui- 
même , par une activité originelle , et l'applique à la matière 
de la perception donnée empiriquement , de sorte que tous 
les phénomènes en sont nécessairement revêtus. Mais ce 
qui existe indépendamment de nous et affecte nos sens , 
ne revêt pas ces formes : les choses en soi , comme les appelle 
Kant , n'existent ni dans l'espace, ni dans le temps, et ne 
sont pas soumises à la loi de causalité. 

Telle est la célèbre théorie de Kant sur l'apriorité. Plusieurs 
de ceux qui vinrent après lui , tout en acceptant les pré- 
misses, ont rejeté les conséquences, c'est-à-dire, que la 
chose en soi fût en dehors du temps et de l'espace. Pour 
eux, le temps et l'espace sont donnés à priori , et produits 
par le moi sans le concours des choses , et cependant les 
choses elles-mêmes existent et dans le temps et dans 
l'espace. Par suite , on doit admettre enti'e les choses et 
notre intuition , une harmonie préétablie , de manière que 
ce qui est produit en nous par une causalité purement 
interne , coïncide néanmoins exactement avec ce qu'amène 
au même instant, dans le lieu correspondant , la causalité 
qui agit dans les choses en soi. Et par conséquent, à la 
place de la recherche progressive des lois naturelles entre 
le sujet connaissant et les choses , on met une suite non 
interrompue de miracles. Ce compromis n'aboutit pas. Dans 
les prémisses, se ranger sous l'autorité de philosophes 
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célèbres; dans le fond, s'accommoder complaisamnlent à 
l'opinion vulgaire ; chacun de ces procédés pris à part est 
déjà mauvais , mais leur réunion est la ruine de la véritable 
philosophie. Il s'agit donc de soumettre à la critique les 
prémisses de Kant. 

Kant infère de l'apodic^iafë des lois mathématiques Taprio- 
ritè de l'intuition de l'espace. Celles-là contiennent pour 
celle-ci le fondement de la connaissance , celle-ci pour 
celles-là le fondement réel. Les propositions géométriques , 
dit Kant , ne peuvent pas s'obtenir par une simple analyse 
de la notion même qui en est l'objet , mais seulement par 
un recours à l'intuition de l'espace. Elles ne sont pas formées 
analytiquement , mais bien synthétiquement. Si l'intuition 
de l'espace était empirique , continue-t-il , les propositions 
géométriques n'auraient qu'une valeur empirique et ne 
pourraient certainement pas être apodictiques. Si, au con- 
traire, l'espace est une intuition à priori, ces propositions 
ont une valeur rigoureusement générale et nécessaire. Â 
cet argument général Kant en ajoute quelques autres , mais 
qui n'ont d'importance que si l'on admet le premier. Nous 
nous bornerons donc à la critique de celui-ci. 

Nous reconnaissons avec Kant la valeur apodictique des 
propositions mathématiques , mais nous la croyons compa- 
tible avec l'origine empirique de l'intuition de l'espace ; et 
nous croyons que Kant a cherché à tort dans une origine 
à priori de Tinluition de l'espace la certitude qui git dans 
l'emonble de l'enchaînement mathématique, (Cf. Système de 
Logique^ p. 373 et 383. ) 

D'un côté Kant n'a pas prouvé que l'apriorité de cette 
intuition entraîne Vapodicticité des propositions mathéma- 
tiques et en particulier des axiomes d'Euclide : c'est une 
simple assertion. Quelque soin qu'il ait mis à tirer toutes 
les conséquences de ses prémisses , il n'a pas l'air de soup- 
çonner la nécessité de prouver les prémisses elles-mêmes ; 
il lui semble aller de soi q\ïempirie et apodicticité s'excluent 
complètement. Quand on voulut soutenir contre lui l'origine 
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empirique de cette apodicticité, il ne daigna pas la discuter 
sérieusement, mais y répondit par la boutade: Ex pumiêe 
aquam / ( 1 ) Si Kant , avec sa pénétration si éminent i , avait 
soumis son préjugé à la critique , qui eût été plus capable 
que lui de trouver le vrai rapport? Mais il ne crut pas 
devoir diriger son attention sur ce point. Il ne s'enquiert 
pas si la perception des rapports réels dans Tespace n'est 
pas conditionnée pbysiologiquement dans les sens du tact 
et de la vue par la position des ûbres nerveuses , et ainsi 
empirique ; pour lui , les sens donnent imiquement la 
matière , et les rapports de lieu proviennent du moi seul. 
Il ne recherche pas si les idées fondamentales , axiomes 
et postulats de la géométrie , que Tenfant ou le non- 
mathématicien n'a pas encore , et que souvent il ne 
comprend pas dès Tabord sans une certaine diiïiculté , 
ne sont pas fournies , en partie , par abstraction de l'en- 
semble de rintuition , et par idéalisation des données 
sensibles , d'après des lois scientifiques ; en partie , par des 
constructions artificielles : il repousse d'avance toute hypo- 
thèse de cette nature. Il ne remarque pas que les proposi- 
tions fondamentales de la géométrie en elles-mêmes ont 
une valeur non apodictique, mais seulement assertoire. 
(Cf. Drobisch, Lof/igue, 1851, Avan t- propos. ) Il ne songe 
pas davantage que les propositions qui s'en déduisent ne 
font pas que reposer sur elles , mais leur servent à leur tour 
d'appui. Et cependant la confirmation de prémisses hypo- 
thétiquement admises, ou du moins , sous certains rapports , 
hypothétiques, réside dans l'accord de toutes les consé- 
quences entre elles , et , quand la comparaison est possible , 
dans leur accord avec les données de l'expérience ; la certi- 
tude croit de plus enplua, et elle devient même absolue , s'il 
est prouvé que ces prémisses-là seules peuvent expliquer les 



(f ) C'esta-dire : Vouloir Hrer d'une proposition expérimentale la néces- 
sité , c'est vouloir exprimer de I*ean d*ano pierre ponce ; c'est une véritable 
contradiction. ( KaW, préf. dé la Ctit. de là, Kàisop pral.) (If oie du tfai ) 



faits. Tous les théorèmes des mathématiques , qui se dédui- 
sent des prémisses avec use rigueur apodictique , d*aprës 
les lois du syllogisme , s'accordent sans contradiction entre 
eux, et avec l'expérience, quand on construit la ûgure; 
et cela d'autant plus exactement que la construction est 
plus exacte. Un vice dans les prémisses se ferait jour à la 
longue quelque part dans ce nombre inûni de propositions , 
par des conséquences d'une fausseté évidente. De ce que 
cela ne s'est jamais présenté depuis la naissance des mathé- 
matiques, et que les erreurs qui se produisaient, provenaient 
de causes étrangères , nous devons admettre que la certi- 
tude que nous avons de leur vérité , d'abord limitée , s'élève 
jusqu'à une certitude égale à celle de notre existence qui 
repose sur l'expérience interne. Quoique les propositions 
fondamentales aient en elles-mêmes une certitude simple- 
ment assertoire, cependant le système mathématique , pro- 
duit du travail des siècles, a, comme tout, comme en- 
semble, une certitude apodictique qu'il répand sur les 
propositions particulières. 

Kant part de cette opposition : empirique ou à priori; 
mais il y a un terme intermédiaire : élaboration rationnelle 
des données empiriques d'après les Uns logiques sans éléments 
à pn^iori de la connaissance. L'essai de Kant de prouver 
l'apriorité de l'intuition de l'espace par Tapodiclicité de la 
géométrie, repose donc sur une disjonction incomplète. 
De la non-validité d'un des extrêmes ne suit pas la validité 
de l'autre ; car il y a , disons-nous , un terme intermédiaire , 
et c'est en lui que nous trouvons le vrai rapport. Pourquoi 
Kant n'a-t-il pas aperçu ce terme? c'est sa manière incom- 
plète , subjective et toute formelle de considérer les lois 
logiques qui lui a dérobé la valeur véritable des formes 
logiques (syllogisme, induction, analogie, hypothèse), 
et leur rôle dans la génération et l'extension de la connais- 
sance. (Cf. Syst. de Log.^ 253, 373, 383, 388, 419.) 

Gomme les autres sciences , la géométrie doit, dans sa 
partie analytique , s'élever des données empiriques à des 
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principes réels , pour descendre synthétiquement de ceux-ci 
à chaque proposition particulière (Cf. Syst. de Log. 413,418). 
Maintenant rien n'empêche dans la partie analytique de 
tirer directement de Tintuition sensihle, par abstraction et 
idéalisation, les idées fondamentales d'Ëuclide, puis de 
s'élever hypothétiquement, d'une validité au moins approxi- 
mative et garantie par Tobservation sensible, jusqu'à une 
validité absolue, pour obtenir ainsi les axiomes et postu- 
lats comme principes réels des mathématiques. C'est ainsi 
évidenunent qu'il faut procéder dans l'enseignement élé- 
mentaire, du moins en général, bien qu'on puisse tenter 
des améliorations de détail. Mais le but logique de la pré- 
sente dissertation demande une autre marche. L'origine 
empirique des principes mathématiques une fois reconnue, 
on peut employer les axiomes d'Ëuclide pour ce qu'ils 
sont, c'est-à-dire pour l'expression hypothétiquement exacte 
des rapports sensibles des choses, exactitude manifestée de 
plus en plus dans l'enchaînement des conséquences. Mais 
pour cela , il faut d'abord renverser la théorie de Kant sur 
Yoprionté., et il parait dès lors convenable de substituer 
aux axiomes d'Euclide , auxquels l'habitude a attaché le 
prédicat d'apriorité , des propositions tout autres , et dont 
l'origine empirique ne puisse être niée. S'il est prouvé 
que de ces propositions on peut tirer toute la géométrie 
aussi bien et même mieux que des axiomes d'Euclide , 
on a en même temps montré qu'on peut , sans recourir 
à Yapriorité , baser la géométrie sur des principes ana- 
logues à ceux des sciences naturelles , et ranger la géomé- 
trie au nombre de ces sciences. 

Notre point de départ est donc l'intuition sensible où 
espace et matière sont encore confondus; l'abstraction nous 
donnera l'espace à part; le mouvement conduit naturelle- 
ment à cette abstraction. Un corps matériel passe d'un lieu 
à un autre ; quelque chose reste le même , quelque chose 
change ; ce qui change, nous le nommons lieu ; et notre 
conscience gagne ainsi l'idée de lieu comme de quelque 

18 



- 976 - 

chose d'étendu en opposition avec la matière qui peut occu-^ 
per ou abandonner le lieu. Ici viennent se joindre d'autres 
abstractions et combinaisons. Le mouvement doit donc 
être contenu dans notre point de départ empirique. Main«^ 
tenant il s'agit de choisir certains faits empiriques comnié 
fondement de la partie analytique ; ce choix est possible 
dans certaines limites. On ne procède pas autrement dans 
les sciences dites naturelles. L'astronomie sphérique et 
théorique s'élève analytiquement de Tobservation à la 
constatation des mouvements réels , comme fondement 
réel des mouvements apparents : Kepler découvrit l'orbite 
réelle des planètes en se servant des observations de Tycho 
sur la planète Mars. Le choix de cette planète est, il est 
vrai , dû. un peu au hasard ; il était avantageux , mail 
non nécessaire. On en peut dire autant de la découverte de 



l'attraction. La création de l'optique mathématique , et plus 
tard la préférence donnée à la théorie des ondulations sur 
celle de l'émission se basent sur certaines expériencefe; 
d'autres expériences pouvaient conduire au même but; de 
sorte que l'on avait une certaine latitude dans le Choix* 
Nous en pouvons dire autant de la base empirique de la 
géométrie : sans être illimité ni arbitraire, notre choix doit 
être tel qu'il suffise à constater les rapports fondamentaux 
géométriques. Nous ne pouvons dire d'avance combien de 
ces propositions premières sont nécessaires > puisque ce 
serait là supposer les principes mathématiques que nous 
ne possédons pas encore et à la recherche desquels nous 
procédons. Cependant nous ferons remarquer que le nombre 
quatre de nos expériences se lie aux trois dimensions de 
l'espace , et aux quatre déterminations fondamentales , corps, 
surface^ ligne ^ point. 

Arrivons maintenant à ces expériences. Dans la partie 
analytique ^ nous en déduirons rigoureusement les prin- 
cipes réels , et en particulier , les axiomes d'Euclide ; dans 
la partie synthétique , nous irons jusqu'à la limite où les 
propositions se suivent avec rigueur dans les géométries 
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ordinaires. Un mot encore : nous devons beaucoup aux 
travaux des géomètres célèbres , qui , tels que Legendre , 
£rb ( 1 ) , Eisenstein ont consacré leurs temps à la solution 
de ces problèmes ; mais le plan et la base logique nous 
appartiennent en propre. 

SolatioB da problème 

Diaprés le témoignage des sens , 

I. Un corps matériel solide peut, s'il est libre, aller 
pai'tout où un autre corps ne se trouve pas. 

II. S'il a une de ses places ûxe, quoique plus limité dans 
ses mouvements , il peut cependant encore se mouvoir. 

m. S'il a deux de ses places fixes, aucune de ses parties 
n'est plus susceptible de tous les mouvements possibles 
dans II, bien qu*elle8 puissent encore êire mues, et une 
certaine série de places liées entre elles et avec les points 
Axes reste immobile. 

IV. Ënûn, si Ton rend fixe une troisième place, tout 
mouvement du corps devient impossible. 

En vertu de ce qui a été dit plus haut sur Tidéalisation, 
nous admettons (à titre d'axiome ou d'hypothèse) que ces 
propositions ont une exactitude absolue. Nous excluons 
rigoureusement toute intuition , tout axiome, tout postulat, 
en im mot^ toute proposition qui ne s'y trouve pas impliquée. 
• Si nous parvenons à fonder sur elles la géométrie avec 
la rigueur mathématique , nous regardons notre lâche 
comme accomplie. Noua procéderons d'après Tordre de 
nos expériences. 

I. Un corps se ineut : dans le mouvement quelque chose 
change et quelque chose reste le même ; de là , une 
distinction : 

Définition. Nous nommons lieu ce qui change dans le 
mouvement. 



( i ) Lo problème de la ligne droite, de l'angle et du plan, Huidelh^rg, 18111, 
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Le corps occupe un autre lieu ; celui-ci le renfenne comme 
le précédent le renfermait; pour y être reçu, le corps n'a 
pas eu besoin de s'y approprier, il y est entré tel qu'il était; 
cela eût été impossible si le nouveau lieu n'était pas com- 
plètement homogène au premier. 

Le mouvement pouvait être arrêté avant que le corps eût 
atteint ce second lieu , et nous en pouvons dire autant de 
toute station intermédiaire. L'expérience ne nous donne 
là-dessus aucune limite , et rien ne nous autorise à en poser 
une arbitrairement. Par suite, nous devons comprendre 
la division possible du chemin en ce sens que, si loin 
que nous la poussions, nous pouvons la pousser plus loin 
encore ; le changement de lieu peut être aussi petit que Ton 
veut, il y a moyen de le diminuer encore. Cette propo- 
sition va recevoir une autre forme. 

Définition. Nous nommons grandeur infiniment petite^ toute 
grandeur qui est assujétie à parcourir une série telle l© que 
chacun de ses termes soit suivi d'un autre doué de la même 
propriété et plus petit en grandeur absolue ; 2o que, quelque 
grandeur fixe que l'on prenne, on puisse trouver dans la 
série un terme qui soit plus petit en grandeur absolue. 

Nous remarquons que cette définition convient à la gran- 
deur infiniment grande si l'on y substitue le mot grand au 
mot petit. (1). 

Définition. Nous nommons grandewr continue celle qu'on 
peut augmenter ou diminuer infiniment peu. 

(i) Ceux qui voudraient voir dans Tinfîni une grandeur déterminée, 
devraient le considérer comme la limite de ce procès, qui, par sa nature, 
est dépourvu de limite, et tomberaient ainsi sons le coup d'une contra- 
diction évidente. Cette contradiction apparaîtrait encore quand on s'en- 
querrait de la grandeur de Tinfiniment petit qu'on ne peut faire égal à 0, 
ni plus grand ou plus petit que 0, puisque la série n'atteint jamais 0, et 
renferme toujours des termes différents de toute grandeur fixe autre que 0. 
Toutes ces contradictions tombent dès que Ton écarte la fausse idée d'une 
valeur fixe de l'infinimcnt petit; l'infini mathématique est plutôt dans le 
procès lui-même. 
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D*après cette définition, nous pouvons dire que, dans notre 
expérience, le corps change de lieu par infiniment petits , 
que son mouvement est continu. Tous les lieux qu'il occupe 
successivement étant homogènes , nous avons Tidée d*un 
tout homogène. 

De même que le mouvement peut être interrompu , de 
même il nous est libre de le continuer dans tous les sens, 
sans limite : Texpérience nous le dit, nous regardons donc 
ce tout comme susceptible d*être étendu à Tinfini. 

Théor. 1. // existe xm ensemble continu et homogène^ capable 
^itre divisé et étendu à r infini , de lieux qu'un corps peut 
occuper. 

Définitions, Nous nommons cet ensemble espace ; une 
partie finie ( 1 ) de cet espace infini , nous la nommons corps 
géométrique. 

C'est sur cette homogénéité de l'espace que repose l'uni- 
versalité des propositions géométriques , en tant que ce qui 
est prouvé pour un Ueu de cet espace est nécessairement 
prouvé pour tous. 

Homogénéité^ continuité, infinité, telles sont les trois pro- 
priétés fondamentales de l'espace à conclure de la première 
expérience. Les autres nous conduiront plus loin. 

It, Sile corps a une de ses places fixes , quoique plus limité 
dans ses mouvements , il peut cependant encore se mouvoir. 

Définition. Nous nommons rotation le mouvement d'une 
figure étendue, solide, dont un ou plusieurs éléments 
restent fixes. 

Si nous nous demandons ce qui reste immobile , nous 
verrons facilement que ce ne peut être une partie finie 
de Tespace. Car si petite qu'elle soit , on peut toujours 
— en vertu de la continuité de l'espace — la diviser , et 



( I ) Le terme fini est trop vague : un cône, un cylindre infinis n'en sont 
pas moins des corps géométriques La définition de la limite ne venant que 
plus bas, n'y a^t-il pas ici anticipation? 

{Note du traducteur.) 



par là distinguer en elle une Inûnité de lieux qui sont fixes 
eu même temps qu'elle. Mais rexpôrienoe nous montra que, 
quand plusieurs lieux sont axes, il apparaît d'autres phéno* 
mènes que celui dont nous parlons , à savoir ceux que nous 
mentionnons dans les expériences suivantes ; et cela si 
loin qu'on la suppose poussée ( 1 ). Or , rhomogénèité et la 
continuité de l'espace nous autorisent à accorder une gêné» 
ralité absolue à ce qui est démontré par Texpérienco avoir 
une généralité empirique, La place qui reste fixe ne peut 
donc être une partie finie (2) de Tespace, elle né peut 
laisser distinguer en soi une seconde place homogène , elle 
est Tespace élémentaire absolument simple. 

Définition. Nous nommons point ( 3 ) Tespace élémentaire 
absolument simple. 

Ici un mot d'explication est nécessaire pour éolairoir utia 
ditHoulté, dans laquelle cette définition semble nous impli- 
quer. L'assertion qu'il existe un espace élémentaire tout*&* 
fait simple, conduit à des contradictions. Car celui-ci doit 
être ou une partie finie, ou une partie infiniment petite de 
l'espace, ou un rien d'espace, un en grandeur. Nous venons 
de démontrer que ce ne peut être une partie finie; ce ne peut 
être non plusune partie infiniment petite, car rinfiniment petit 
n'est pas simple , puisqu'il est , nous le savons, divisible , et 

(i) N'est-ce pas une exagération de la portée des expérienees III et lY? 

Et même, celles-ci ne contiennent-elles pas, absolument parlante une eos- 

tradiction apparente que la tt)éorie doit lever? En effet, l'expérisncs IV pote 

comme condition de rimmobilitë du corps, la fixité d9 If om d« «es places , 

et l'expérience HI recoonaU que si dewe places sont fixes il yen a une in/inii^ 

id'autres qui sont dans le même cas. 

{Note du traducteur.) 

(2) Ce qui n'est pas une partie finie de Tespace peut être une ligne eu une 

surface. 

(Note du traducteur ) 

(5) Nous renvoyons, pour ce qui concerne les définitions de la continuité, 

de i'hûmogénéité , du point et des éléments, aux endroits de notre ouvrage 

où nous «liscutons ces notions. 

{Note du traducteur,) 



dhdaihla à rinfini ; encore moins, peuHl Atre un rien d'espace, 
car, comme on ne pourrait lui accorder aucune qualité noi^ 
étendue , et qu'il serait un rien , un d*espace , il sérail ab- 
solument rcen, et par là on ne pourrait lui assigner une place 
dans Tespace ; le non*étre n'a pas de prédicats ( non entU non 
sunt prxdicata). On ne peut sortir de ce trUemme, £u (ait 
rélément simple n^estpas imaginable, on ne peut que se 
le représenter par une fiction. La pensée reconnaît seula^ 
ment Tinfiniment petit , c'est-à-dire le procès infini de la 
division, qui n'amène jamais un résultat final. Mais Tima*^ 
gination demande un terme fini pour s'y reposer ; elle feint 
en conséquence , sans s'inquiéter de la contradiction , un 
résultat à ce procès infini , et substantiûe la valeur de la 
limite , c'est-à-dire une grandeur d'espace =» 0, Cette fiçtlQn 
est le point de l'imagination , et celui-ci apparaît donc en 
tous cas comme l'élément absolument simple, La fiction du 
point, sous le rapport didactique est indispensable, quoiqu'on 
ne puisse méconnaître la contradiction qui luiestinl^érente. 
Pour la pensée , à la place des points , on doit toujours sup*- 
poser des espaces infiniment petits, égaus; Tun à Tautre, 

Après cette détermination plus précise da notre définition, 
nous allons déduire quelques propositions sur ce point, 

De ce que , suivant la définition , on considère dans le 
point , non la manière dont on l'a obtenu , mais la valeur 
limite, qui est toujours nulle , les points ne se distinguent 
pas entre eux quantitativement, et comme on ne peut parle;* 
de diffêrence qualitative , l'espace étant homogène , 

THJioR. %, Tous lês points sont égaux. 

GoROL. Un point peut se substituer à un point quelconque 
par le mouvement. 

Définition. La totalité de tous les lieux successifs occupés 
par une figure en mouvement se nomme sa trajectoire. Dan# 
la trajectoire qu'un point mobile parcourt d'un mouvement 
continu, entre deux points quelconques, si i approchés 
qu'ils soient, on en peut toujours trouver un troisième 
intermédiaire. De là : 
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Théor. s* La trajectoire d'un point contient une infinité de 
points ( 1 ). 

La seconde expérience nous a donné le point en tant que 
nous considérions la place immobile ; il nous reste , pour 
en tirer tout ce qu'elle contient , à porter notre attention 
sur les points mobiles. 

Définition, La totalité consistant en une ou plusieurs fi- 
gures continues de tous les points qu'un point obéissant à 
certaines lois peut occuper , se nomme son lieu géométrique 
ou simplement son lieu. 

Recherchons le lieu géométrique d*un des points mobiles 
du corps. 

Le corps dont nous considérons les mouvements nous 
apparaît comme solide , c'est-à-dire inextensible et inflexible. 
Cette solidité relative ou approximative que Texpérience 
nous montre , nous l'idéalisons et la rendons absolue. Le 
corps peut se mouvoir , tourner , etc. , ses points restent 
invariablement liés entre eux. Nous acceptons cette liaison 
invariable comme quelque chose de donné empiriquement; 
elle repose à la fois sur des rapports dans l'espace et sur 
des forces matérielles. Nous nous attachons seulement à 
ceux-là, sauf à les trouver plus tard analytiquement. 

Définitions. Nous appelons provisoirement lieu sphériqvs , 
le lieu du mouvement d'un point qui est invariablement lié 
à un autre point fixe. Ce point fixe, nous le nommons centre 
du lieu sphérique. 

Nous allons rechercher la nature du lieu sphérique. 

Un caractère de celieu sphérique , visible d'ailleurs dans 
l'intuition , a son fondement dans l'homogénéité de l'espace 
( théor. f ) ; c'est ce mouvement de la liaison a'b' qui s'étend 
également partout autour de a'. De là suit que le lieu du mou- 
vement ou la totalité de tous les points que h' occupe dans 
toute sa rotation possible, enferme complètement le point a', 

( i ) Nous préférons à cette proposition, grosse de controverses , la suivante : 
Dans la trajectoire d'un points on peut distinguer une infinité de points, 

( Note du traducteur, ) 
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Mais de ce que le corps, d'après Texpérience, est limité dans 
son mouvement , il suit que le lieu sphérique détache de 
Tespace infini, un espace fini auquel le point a' appartient (1 ) . 
De là la propriété suivante du lieu sphérique : 

Théor. 4. Tout lieu sphérique renferme pleinement un 
espace fini dans Vintérieur duquel tombe le point immobile ou le 
centre. 

Définitions. Nous nonmions sphère , l'espace fini ou corps 
géométrique renfermé par un lieu sphérique. Par rapport 
au lieu sphérique , tout élément de Tespace qui appartient 
à la sphère , lui est intérieur ; tout élément qui n'appartient 
pas à la sphère, lui est extéri&u/r. 

Pour tous les points du lieu du mouvement de b\ la liaison 
invariable avec a' est la même ; on peut donc prendre im 
quelconque d'entre eux pour point de départ du mouvement 
et l'échanger avec chacun des- autres sans que le lieu sphé* 
rique en soit altéré : 

De là suit que : 

Théor. 5. Le lieu du mowoement d'un point h' autour d^un 
point a' qui lui est lié Sune manière invariable , est aussi le lieu 
du mouvement pour tous les points qui y tombent. 

Soient maintenant B le lieu du mouvement de b^ autour 
de a', et C celui du mouvement de c' autour du même point a'. 
U est clair que : 

Théor. 6. Si le point c' lié invariablement au point a! ne 
tombe pas dans le lieu sphérique BdeV autour du mêms point a', 
il en sera de mime de tous les points du lieu sphérique G. 

Définition. Les lieux sphériques qui ont même centre sont 
dits concentriques. 

Nous pouvons donc donner à la proposition 6 la forme 
suivante : 

Théor. 6. Deux lieux sphériques concentriques qui ne 
coïncident pas , n'ont aucun point commun. 

(1) Ne semble-tllpasquerintuition fasse ici tous les frais du raisonnement? 

{Note du traducteur. ) 



DifinUion. Nous nommons éeorce sphériqué , Tespaoe corn* 
plis entre deux lieux iphériquea concentriques. 

Le lieu du mouvement d*un point quelconq[ue d*, situé 
dans récorce sphérique et lié invariablement au centre, 
est un nouveau lieu sphérique qui n*a aucun point com- 
mun avec les deux premiers. L'écorce sphérique se trouve 
ainsi divisée en deux écorces sphériques nouvelles; et 
comme on peut , dans chacune de celles-ci , distinguer de 
nouveaux points , et répéter avec eux la même opération , 
on peut dire que le nombre des lieux sphériques concen*" 
triques gui peuvent tomber dans une éeorce sphérique 
unie , sans avoir entre eux de point commun , est infini* 
ment grand. Si le lieu sphérique était une pariie finie delà 
sphère , un nombre fini de lieux sphériques pourrait rem- 
plir récorce sphérique. Gomme cela n'a pas lieu , il suit que : 

Tbjêob. 7. Le lieu tphèriquen'êst pat une pa/rtie finie de la 
sphère. 

Par suite , si Ton considère le point comme un espace 
infiniment petit ( ce qui doit avoir lieu dans une conception 
rigoureusement icientifique), alors le lieu sphérique en* 
gendre par son mouvement doit être un espace infiniment 
petit ( 1 ). Si , au contraire , on regarde le point comme le 
résultat fictif de la division infinie de Tespàce dans tous 
les sens (c'est le point àe Timagination , comme nous 
Tavons expliqué plus haut), alors de même, le lieu sphé- 
rique doit être considéré comme le résultat d'une certaine 
division de Tespaoe, division poussée à Tinfint. 

Définition, L'élément le plus extérieur d^une figure étendue 
se nomme limite, 

L*élément le plus extérieur ne peut être un solide ; car, 
en vertu de Tinfinie divisibilité ou de la continuité de Tes* 



(1 ) Il y aurait ici une restrictiou ii faire*, une surface, qui est aussi un 
espace infiniment petit (dans le sens de l'auteur), engendre cependant le 
tçl\Û0 par i^on iflouvemfot. 

{Noie du traducteur,) 



pace , on le partagerait en exUriêur et mOriêwr] ee ne peut 
être qu'une partie inâniment petite dans le sens indiqué 
plus haut. 

L'imagination cependant feint un résultat final à cette 
division à Tinfini , et substantifie la valeur limite ^n: 0. 
Cette fiction (qui renferme une contradiction intime) est la 
limite de Tiinagination. D'après cela, le lieu sphèriqu^ est 
rélément le plus extérieur de la sphère qu*il renferme. 

Définition, La limite d*un corps se nomme surface, 

Tréor. 9. Tout lisu sphèriquô est une surface. 

Nous pouvons donc désormais, i la place de Km sphériqus^ 
dire surface sphérique, 

La suite continue et infinie de surfaces sphériques , 
laquelle forme la sphère , peut se représenter par le 
mouvement d'une surface sphérique qui -<3hang6 oonti*' 
nuellement de manière à passer dans la surface sphérique 
contiguê. De ce mouvement naît la sphère. 

De la mâme manière , il suit de la définition générale du 
corps que chaque corps peut être amoindri ou agrandi d*iuie 
façon continue par le retranchement ou reddition d'un 
nombre infini de surfaces. Le surcroît ou la diffitoenoe sont 
eui-tmémes des corps à leur tour. Or, le mouvement d'ime 
surface , invariable ou variable d'une façon continue , et 
qui ne reste pas , du moins tout entière , en elle-même , 
engendre ime suite de surfaces. Donc : 

Théor. lO. La trajectoire d'une surface qui ne reste pas 
on ello'mime , est un corps, ( t ) 

Nous abordons la troisième expérience, 

III. Si le corps a deux de* ses places fispes , awïune d» 
ses parties n'est plus susceptible de tous les mouvements 
possibles dans II , bien qu'elles puissent encore être mu€i , 
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(1 ) 0*681 la ooutuwede placer immédiatement n côtëTuoederautre les deux 
proposiUooa < La surface 9st la limite du corps; et la trajectoire d*une sur^ 
face qui ne reste pas en elleméme^ est un corps. Nous croyons les avQtr dé- 
daites r«nt dt l*intre avsc toute la rigueur mathématique. 
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el une certaine série de plaees liées entre elles et avec les 
points fixes reste immobile. ( 1 ) 

Soient a' et f les points fixes, et c^ un point mobile 
lié Invariablement aux précédents; d'après Texpérience, 
le lieu de c' ne pourrait être un lieu sphérigue. 

Théor. 11. Toute surface sphérique n'a qu'un centre. 

Définition. La partie commune de deux figures géomé- 
triques se nomme leur intersection. 

Théor. 19. Le lieu géométrique dumou/vement (ftm point d 
lié invariablem^ent à deux points fixes b! et V est Vintersec- 
Hon des lieux de son mouvement autour de chacw% d^eux en 
particulier (2). 

Définitions. Le lieu c du mouvement d'un point & qui est 
lié invariablement à deux autres a* et 6', nous le nommons 
provisoiremeot lieu périphérique ; d et 6' en sont les centres. 

Théor. IS. Le lieu périphérique c du mouvement d'un 
point & autour de deux centres b! et b' est en mime temps le 
lieu périphérique pour tous les points qui en font partie (3). 

Donc, si pour les mêmes centres W et b\ deux lieux pé- 
riphériques d Qi e avaient un point c' commun , ils 
coïncideraient en tant qu'ils se confondraient avec le lieu 
périphérique c. Donc si le point e' ne tombe pas dans le 
lieu périphérique d d'un autre point ù autour de où et b\ 
son lieu périphérique e n'a aucun point commim avec d. 

Définition. Deux lieux périphériques qui ont leurs deux 
centres communs , se nomment concentriques. 

Théor. 14. Des lieux périphériques concentriques qui ont 
vm, point commun, coïncident; quamd ils ne ccancident paSj 
Us n'ont aucun point commwn. 

( 1 ) Cette dernière partie de l'expérience ne se trouve pas dans les Arch. 

pédagogiques. L'auteur en avait cependant besoin pour établir Texistence de 

la ligne droite. — Voir plus bas. 

{Note du traducteur. ) 

(2) La démonstration , d'ailleurs facile, n*a pas été traduite. 

{Note du traducteur. ) 
(5) Démonstration analogue a celle du théorème 5. 

{Note du trad'ueteur.) " ■ 
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Recherchons mamtenant si rintersection d*une surface 
sphërique renferme et limite complètement une ou plusieurs 
parties de celle-ci. 

Soient B une sphère fixe et invariable autour du point h\ 
A une autre continuellement variable autour du poii).t al. 
Celle-ci pouvant s'étendre indéfiniment, finira certainement 
par embrasser tout entière la sphère B. D'un autre côté , 
elle peut diminuer à Tinfini , sa valeur limite étant le point 
a\ dont la grandeur est censée nulle. En vertu de la con- 
tinuité du développement, elle parcourra tous les états in- 
termédiaires de grandeur. 

Or , le point a! peut être situé à Textérieur , à Tintérieur , 
ou sur la limite de B. !<>. S'il est extérieur , un instant doit 
arriver où la sphère A, qui s'approche continuellement de 
a\ est tout-à-fait en dehors de la sphère B. Mais la gran- 
deur qu'a la sphère A quand elle est en dehors de B, diffère 
de sa grandeur quand elle embrasse B , d'une quantité finie 
égale au moins à B. Gomme le décroissement est continu, 
ces deux états de grandeur ne se suivent pas immédiate- 
ment , et sont séparés par une infinité d'états intermédiaires 
dans lesquels la sphère A coïncide en partie avec B. C'est 
seulement dans ce cas de coïncidence partielle que les sur- 
faces sphériques peuvent avoir des parties commîmes. 2o. Si 
l»^ est situé à Tintérieur de B, la même chose se passe, 
avec cette différence que la sphère A, à partir d'un certain 
moment, est tout entière renfermée dans B. 3o. Enfin, si a! 
est situé à la limite de B , A ne peut jamais tomber tout 
entière à l'intérieur ou à l'extérieur de B ( théor. 4 ). Elle doit 
donc renfermer complètement la sphère B , ou coïncider en 
partie avec elle. Dans ce dernier cas seulement les surfaces 
sphériques peuvent se couper. ( 1 ) 

Telles sont les situations possibles de deux sphères non 
concentriques à l'égard Tune de l'autre. Quelle que soit la 

(I ) Toutes ces considérations ne se basent-elles pas sur autre chose que 

les expériences? 

{Note du traducteur.) 
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position dès centres, quand les surfaces sphériques se 
coupent I les sphères doivent avoir des parties communes. 

Nous laissons de côté, pour le moment, la question de 
savoir si les parties communes de deux sphères consistent 
en un ou plusieurs fragments. En tout cas , cette partie , qui 
est chaque fois déterminée , doit chaque fois aussi avoir des 
limites déterminées. Ciomme ces limites appartiennent aux 
surfaces sphériques, il suit que certaines parties de celles^)! 
se séparent du reste, peu importe d*ailleurs que ce soit en un 
ou plusieurs fragments* 

N'y a-t-il qù*un seul fragment, alors Tintei section en tièi-e 
de la surface sphérique, tient ensemble d'une façon continue, 
et est identique avec le lieu périphérique. Y a^-t-il plusieurs 
firagments , alors Tinteraection entière de la surface sphé- 
rique se compose de plusieurs lieux périphériques dont 
chacun tient ensemble d*une ûiçon continue , et sépare un 
û*agment de chaque surface sphérique. 

Définition. On nomme calottes les parties d'une surface 
sphérique séparées l'une de Tautre par un lieu périphérique. 

Ces explications permettent de rechercher si le lieu péri- 
phérique est une partie finie de la surface sphérique. 

La surface sphérique A autour du centre a' coupe la sur- 
face sphérique B autour du point 6' dans le lieu périphérique c 
dont le point c' fait partie. Nous menons ensuite par le point 
d\ qui appartient à la surface fi, mais non au Ueu c, une sur- 
face sphérique A' autour du centre a' , laquelle coupe la 
surface B dans le lieu périphérique d ; et c aussi bien que d 
détache complètement sur la surface B deux portions ou 
calottes. Oc d eic n'ont aucun point commun ithéor%14), 
les calottes restent séparées ; de manière que nous avons en 
tout trois fragments dont Tun est situé entre les deux 
autres. ( 1 ) 



.■i.» * i^ 



( i ) Ici nous croyons remarquer un sallus considérable, où a-l-ii été établi 
que les deux lieux périphériques c et d fussent Pun intérieur à Pàiilfe? Il a 
élé prouvé qu'ils ae peuvent se couper, mais non qu'ils ne peuvent être exté- 
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Définition. La partie diuie surface sphérique située entre 
deuit lieux périphériques concentriques , se nomme nom. 

De là, par une méthode analogue à celle qui nous a donné 
le théorème 7, les deux théorèmes suivants : 

TatioA. Ift. Le lim périphérique n'est ]m» une partie finie de 
ia surface sphirique, 

TbÉORi 16. Tout lieu périphérique est ia limite d'une partit 
de surface sphérique. 

Définition. Nous nommons ligne la limite d*une surface. 

Théor. 17. Le lieu périphérique est un$ ligne. 

Désormais , nous donnerons au lieu ou Ugne périphérique 
le nom de circonférence, 

TfiÉoR. 18. Le lieu du mouvement d'une ligne qui ne reste 
pas en eUe-mifne^ est une surface. 

Après avoir considéré les zones , parlons des calottes. 

Si Ton étend des deux côtés de la surface sphérique la 
suite continue des circonférences, la Bone devient toujours 
plus grande et se rapproche de plus en plus de la surfaœ 
sphérique elle-même. Les flragments intérieurs ou calottes 
deviennent donc de plus en plus petits. Le résultat de œtte 
diminution continue ne peut être une surface finie ^ car 
nous pourrions diviser cette surface en une eone et une 
calotte plus petites. Le centre a' d*une sphère variable A et 
situé sur la surface de la sphère invariable B^ doit être la 
limite dont^ s'approchent infiniment et la sphère A et les 
calottes et les circonférences. En général, même quand le 
centre a' de la sphère variable A ne tombe pas sur la surlkœ 
de la sphère invatiàblé B, la limite de cette diminution 
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rieurs; de manière qu'un troisième lieu périphérique 0, Uost ttii 4e9 polntt evt 
situé entre c et d, peut fort bien ne pas diviser la xoAe en deux kooes plus 
petites. Les considérations qui précèdent et d'où il ressort que Tauteur n'est 
pas encore en mesure de démontrer la non-pluralité des fragments, donnent 
à notre observation une plus grande valeur encore. Si elle est juste , ce qtie 
nous croyons « et si le défaut que nous signalons n'est pas h éviter, tous les 
raisonnements qui suivent en sont infirmés. 

. ( Note du traducteur: ) 
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continue est encore un point : c'est ce qui découle de la 
seconde proposition de notre troisième expérience. Car si 
la limite, que nous avons prouvé n*étre aucune surface , 
avait une étendue quelconque , tous les points sans 
exception qui seraient liés invariablement à deux autres 
seraient mobiles ; mais Texpérience montre qu^une certaine 
suite de places liées entre elles et avec les points fixes 
restent immobiles ; donc cette diminution progressive doit 
avoir pour résultat final un point. 

lY. Enfin si , outre les deux points fixes précédents ^ il y en 
a wn troisième fixe aussi , tom les points du corps deviennent 
immobiles. 

Nous suivrons la même voie que précédenmient. Soient 
a! et V les seuls points fixes : le lieu du mouvement d*un 
point d sera une circonférence l ; soient a' et c' les seuls 
points fixes , le lieu du mouvement de ce même point â 
sera une autre circonférence /' ( 1 ) ; que les deux conditions 
se réunissent , il suit ( comme plus haut le théor. 19 ) que : 

Théor. 19. Le lieu géométrique du mouvement d'un point 
d^ lié invariablement à trois autres a! V c\ est Vintersection des 
lieux de son mouvement autour de deux de ces points. 

Comme, d'après Texpérience, le corps est devenu immo- 
bile , cette intersection ne peut consister en une suite con- 
tinue de points ; elle doit donc se ramener au point d seul, 
ou à une suite discontinue de points. 

Définition. Nous nommons semi-concentriques des circon- 
férences qui ont im de leurs deux centres commun. 

Thjéor. tO. Uintersection de deux circonférences semi-con- 
centriques consiste en un nombre (pour le moment indéterminé) 
de points discontinus. 

Le théorème 15 a prouvé que si les surfaces sphériques 
se coupent , les sphères coïncident en partie. Nous pou- 



( 1 ) Pourquoi V est-il différent de {? On ne se.trouve plus ici dans le même 

cas qu'ao théorème i2. 

{Noie du traducteur,) 
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vons nous figurer passant par le point d trois sphères autour 
des centres a\ 6', c', les quelles auront des parties conununes 
deux à deux , et qui doivent, par suite , avoir quelque chose 
de commun entre elles, au moins le point d/. Mais elles ne 
peuvent coïncider complètement , sans quoi leurs limites , 
qui sont des calottes, devraient coïncider, et le lieu géomé- 
trique du point d' autour des points a' ,b' ei(f serait une 
calotte; or, d'après les théorèmes t«, 15 — 17, ce doit 
être une circonférence ; ce ne peut donc être une calotte. 

Si les trois sphères ont une portion finie commune , 
celle-ci doit avoir des limites qui fassent partie des portions 
communes aux deux sphères. Par suite, une partie déter- 
minée de ces limites , et par conséquent aussi de chaque 
circonférence, laquelle partie est la limite commune, doit 
être complètement séparée , limitée à Tégard de la partie 
restante. Mais si Télément commun aux trois sphères se 
réduit à un point , on peut montrer, en passant du fini à 
rinfiniment petit , que de même par ce point , la circonfé- 
rence est divisée en deux parties. 

Théor. •!. Si des circonférences semi-concentriques ont un 
point commun , elles se coupent de manière que deux parties de 
chcicune d'elles sont complètement limitées l'une à V égard de Vautre, 

Comme Tinterseclion qui produit cette limitation , con- 
siste, d'après le théorème précédent , en points discontinus, 
il s'en siiit que ces parties sont complètement Umitées 
Tune à l'égard de l'autre par des points. 

De même que nous avons eu plus haut des écorces et des 
zones, nous aurons maintenant des parties de la circonfé- 
rence ou arcs , que nous diviserons indéfiniment , ce qui 
nous fournira les théorèmes suivants : 

Théor. ••.Le point n'est pas une partie de la circonférence. 

Théor. •S. Le point est la limite de la ligne. 

Théor. •A. La trajectoire cTun point est une ligne. 

La condition que l'élément mobile ne reste pas en lui- 
même disparait ici, parce que rélémeut absolument simple 
dès qu'il rester en lui-même, ne se meut pas. 

19 
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Il reste encore à remarquer d'ailleurs que le lieu du 
mouvement d'un point n'a pas besoin d'être limité à la 
ligne , mai« peut consister en figures produites par le mou- 
vement de la ligne et do la surface. 
. D*après la discussion précédente, les calottes d'une sur- 
face sphôrique et limitée par des circonférences , en arrivent 
à se rèduii'e â un point , par la perte successive de zones. 
Gomme de chaque côté de la zone il y a une calotte , nous 
avons de chaque côté un point limite, ce qui fait en tout 
deux points, et seulement deux points. Et ces deux points 
flont ceux où commence et où finit la coïncidence partielle 
des deux sphères , dont l'une A varie tandis que l'autre B 
reste invariable. L'élément commun est toujours (en tant 
qu'il est continu) le lieu du mouvement de chacun des 
points qui lui appartiennent, et qui sont liés invariable- 
ment aux centres (théor. t S). S'il consiste en un seul point, 
eelui-*ci est le propre lieu de son mouvement et est par 
conséquent immobile. Il y a donc , sur chaque surface sphé- 
riqueB, deux points, et seulement deux, qui, liés invariable* 
metil aux centres a' et b\ restent immobiles. Nous pouvons 
maintenant, d'un côté , faire décroître d'une manière con- 
tinua la sphère B jusqu'à son centre b' ; de l'autre , la faire 
oroitre à rinûni ; ces deux points se meuvent d'une façon 
continue de manière, d'un côté, à coïncider avec b\ de 
Fàntro, à s'éloigner à 1 infini. Du point 6' partent donc 
deux lignes infinies, que nous pouvons regarder comme 
une ligne unique, puisque ce point &' leur est commun. 
Cette Ugnejouit de cette propriété que , liée invariablement 
aux points a! et b\ elle reste immobile. 

Le point &' tombe dans cette ligne; en est-il de même du 
point a'? Parmi toutes les surfaces sphériques B, il en est 
une, déterminée par la liaison fixe a' 6', sur laquelle sont 
deux points immobiles qui tombent dans cette ligne : 
af étant , par hypothèse , immobile , est donc un de ces 
deux points. On peut prouver de la même manière que tout 
point inmiobile tombe dans cette ligne, ou que tout point 
en dehors d'elle est mobile. Donc : 
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Théor. W&. Dans ia rotation d*un corps autour de deux 
points , il existé une ligne , mais une seule , qui reste immabUe, 
et ces deux points en font partie. 

Nous pouvons donc dire : 

Définition, Nous nommons droite la ligne qui, dans sa rota^ 
lion autour de deux points flxes , ne sort pas d'elle-même. 

Grâce à cette définition , nous pouvons donner au tbéo* 
rème •& la forme suivante , sous laquelle il se présente ordi- 
nairement comme axiome indémontré et indémontrable : 

Entre deux points on peut toujours mener une droite \ onn^en 
peut mener qu'une , et on peut la prolonger h V infini ( 1 ). 

Plaçons ici une remarque. La manière dont , avant toute 
géométrie , l'expérience nous conduit à la représentation de 
la ligne droite , concorde essentiellement avec le précédent 
développement. Dans toute rotation autour d'un axe , not» 
remarquons facilement qu'à chaque section le mouvement 
est d'autant moindre que nous approchons d'une place dé- 
terminée. Un fil fortement tendu se nomme droit, parce 
qu'il reste en lui-même quand on le fait tourner autour de 
deux de ses points. Ainsi l'expérience nous donne deux 
éléments : le repos en soi-même pendant la rotation , et le 
décroissement du mouvement à mesure qu'on s'approche 
d'une certaine place. A ces éléments empiriques vient s'ad- 
joindre notre propre activité créatrice! Elle augmente à 
l'infini cet approchement pour lequel l'expérience ne nous 
donne aucune limite, et arrive ainsi à la minceur infinie, et 
de là à la ligne droite. Ainsi naît en nous de la combinaison 
idéale des faits empiriques la représentation de la ligne 
droite ; cette représentation ne précède donc pas absoltunent 
toute expérience ( 2 ). 

( 1 ) Tous les raisonnements qui précèdent sont invalidés par le saltos si- 
gnalé page 288. 

(Note du tfodMLCtevLf.y 
(2) Nous avons essayé de montrer (pages MJS et suiy.) que cetlB expé- 
rience, donne^non. pas la. ligne droite, mais une propriété de la ligne droite. 

[Noie du traducteur.) 
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Nous sommes ici à la fin de la partie analytique de notre 
travail. En partant de ce gui est donné empiriquement, 
nous sommes arrivé aux éléments de toutes les figures 
étendues (1). Désormais, nous n'aurons plus besoin de 
représentation contenant en elle quelque chose de matériel. 
Notanmient , à la place de la liaison fixe entre deux points , 
nous avons un chemin absolument déterminé, la ligne droite. 

Dans la synthèse , nous partons de Télément simple , le 
point. Son mouvement engendre la ligne. Celle-ci , à son 
tour, peut être considérée conmie élément d*un nouveau 
mouvement qui engendrera la surface ; et de même la surface 
engendrera le corps. Que nous ne puissions arriver à la 
génération du corps que par une triple opération , c'est ce 
que nous avons reconnu dans la partie analytique, quand 
nous avons montré que Tespace n'était susceptible que d'une 
triple division à l'infini , ni plus ni moins. Nous ne savons 
rien de la cause efiiciente ni de la cause finale de ce fait. 

Définition. Nous nommons série une suite d'éléments 
procédant suivant une certaine loi. 

Définition, La génération d'une série d'éléments hors d'un 
élément par une position répétée , nn nombre fini ou infini 
de fois de cet élément se nomme dimension. 

De là il suit que : 

Théor. 96. Uespace a trois dimensions. 

Étudions maintenant le résultat du mouvement du point, 



(1) On se demande pourquoi le pian ne «fait pas partie de ces éléments, 
et pourquoi aussi Tidée de la W^e droite est déduite dans la partie analy- 
tique du travail. Cette définition de la ligne droite, si laborieusement éta- 
blie, n'est, en somme, que la concentration de la III<' expérience. L'auteur 
pouvait dire, en effet, dès l'abord en définition : Nous appelons ligne droite, 
la suite continue des points qui restent immobiles dans un corps qui 
tourne autour de deux points fixes. On ne voit pas au juste ce que Tanalyse 
vient ajouter à Tlntuition empirique, si ce n*est la substitution du terme 
mathématique point au terme vulgaire place. 

{Kote du traducteur.) 
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c*e6t-à-dire , la ligne. Nous savons ce qu'est la ligne droite : 
il nous reste à prouver les difTérentes propositions que Ton 
donne , tantôt sous le nom de définitions , tantôt sous celui 
d'axiomes. 

La définition d'Ëuclide , la ligne droite est celle qui est 
située également entre ses points , peut avoir une double 
signification. On pourrait entendre par là que la ligne droite 
se trouve placée entre les uns comme entre les autres, 
et que , par suite , une portion quelconque de droite peut 
être mise sur une plus grande , de manière à y tomber 
tout entière. C'est là, en effet, une propriété de la ligne 
droite. Il suit de là (théor. 96) qu'entre deux points une 
seule ligne droite est possible, et que chaque portion d'une 
ligne droite , qui est placée sur ime autre portion par deux 
de ses points , y tombe complètement. Mais ce n'est pas là 
une propriété exclusive de la ligne droite , et ainsi la 
définition ne vaut rien. Nous devons donc admettre la 
seconde interprétation, déjà donnée par Clavius : Nullum 
punctwn intermedium ah extremis su/rsimi aut deorsum vel 
hue vel illuc flectendo subsaltat. Ici nous ne comparons plus 
ensemble différentes paires de points , mais les différents 
côtés d'une même paire vers lesquels la ligne peut se fièchir, 
et à regard desquels la ligne droite se tient dans le même 
rapport. Malgré cette interprétation, qui parait la bonne , 
la définition pèche par indétermination, car elle ne 
donne aucun caractère pour reconnaître les divers côtés 
à l'égard desquels la ligne droite doit rester indifférente ; 
ceux-ci ne peuvent, en réalité, être donnés qu'avec le secours 
de la ligne droite , et par là elle est sous-entendue dans 
la définition. En outre , de quelque manière qu'on doive 
entendre la définition, on n'a pas établi l'existence d'ione 
telle ligne ( 1 ). 

(1 ) NoQS avons montré que la première interprétation seule est admissible, 

et que la définition d'Eaclide est , en réalité , la plus exacte de tontes celles 

qu*on eût encore données. 

( Note du irtudueteur,) 
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Notre définition (tbéor. 95 ) renferme ce que celle d*Eù- 
clide a de vrai; la ligne droite dans sa rotation, ne s'in- 
fléchiMant d*aucun oôtè , se tient également à Fêgard de 
tous les côlès. 

'• A la définition d^Ëuclide se rattache celle qui donne pour 
caractère exclusif à la ligne droite de conserver toav 
Jours la même direction ; car une ligne qui ne d'infiécbit 
.d*aucan côté, garde partout la même direction. Mais 
qu'est-'Ce que la direction? On n*a pas accoutumé de le dire, 
BOUS la charmante excuse qu'on doit savoir cela d'avance, 
tactique semblable à celle qui, s'appuyant sur Tapriorité, 
met de côté toute explication génétique. 

La définition de la ligne droite , comme étant la ligne 
de direction constante , est certainement la plus favorable 
pour le premier enseignement. Nous nous proposons d'ex- 
pliquer scientifiquement l'idée de direction, et de prouver 
rigoureusement que notre ligne droite est en même temps 
la ligne de direction constante. 

Un lieu n'est pas identique avec un autre lieu quelconque 
qui a la même figure. Ce par quoi il s'en distingue , c'est la 
situation. 

Définition, On nomme situation cette propriété d*un lieu 
mathématique qui le distingue, quand on le compare avec 
tout autre qui peut prendre la môme figure. 

Quand on donne les lieux avec lesquels on le compare, 
on emploie les expressions de situation à l'égard d'un autre 
Méu , ou par rapport à un autre lieu. La situation d'un lieu 
piHP rapport à la totalité des lieux égaux dans l'espace infini, 
eél sa situation absolue. 

Définitions. La direction est la relation du lieu d'où part 
un élément mobile ou conçu comme mobile, au lieu où 
il va. Nous entendons par relation de deux lieux la nature 
du passage d'un élément géométrique d'un lieu a' à un 
autrë*'6^, laquelle découle de la différence entre la situation 
du lieu 6' à l'égard du lieu a' et la situation de tous les autres 
Ueux^^me peut occuper 6' dans son mouvement autour de a\ 



Dans cette déânition nous parlons d*un chemin absolu- 
ment déterminé X)ar deux points : d'après le théorèmo 94, 
ce chemin existe ; mais on pourrait , si Ton en 6tatt 
requis , l'énoncer avant la définition de la ligne droite. 

Sur les explications données touchant la nature du point, 
nous fondons la définition de la direction momentanée. 

Définition, Nous nommons direction linéa/vre mementanée 
la nature du passage d'un point a' à celui b' qui le suit im- 
médiatement, laquelle dépend de la différence enti^e la 
situation de b^ par rapport à a' , et la situation à Tégard du 
même point a' de tous ceux qui lui sont adjacents. 

Nous parlons de points adjacents par fiction (voir plus 
haut). 

Le chemin en ligne droite , ou la ligne droite , a senlt , 
d'après ce qui précède , proprement une direction ; snâis 
de ce que la ligne droite est la seule qui soit absoimnant 
déterminée par deux points ( théor. 96), nous pouvons, à la 
place de la définition dont nous nous sommes servi , dure : 

Théor. %7. La ligne droite est la ligne de direction constante. 

Théor. HH. Da/ns toute ligne droite il y a deux mouvements 
possibles en sens contraire. 

Définition, Une ligne est dite brisée si elle change de 
partie en partie sa direction ; si elle la change d'une 
façon continue , c'est-à-dire infiniment peu à chacim de ses 
points , elle est dite cou/rbe. 

Théor. 99. En chaque point dune ligne courbe , sa direc- 
tion momentanée s'exprime par la Ugne droite qui passe $n 
même temps par le point le pkks rapproché ( 1 ). 

Ce qui précède sert de fondement à la proposition qu^une 
ligne courbe peut être considérée comme une ligne infini- 
ment brisée inscrite ou circonscrite. 

Défimtion. On nomme longueur la grandeur d'une ligna. 



' ! ■ ■ . 



( f ) De cette proposition résulterait qu'en un point d'une courbe it y aurait 
deux tangentes. 

( HoU du iraduêieur.) 
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Demandons-nous quelle est la plus courte ligne qu'on 
puisse tirer entre deux points , et s'il y a une , plusieurs ou 
une infinité de ces lignes minima. Nous ne le savons pas 
encore ; mais , comme grandeur , elle est certainement 
déterminée puisqu'elle est la plus courte. La ligne droite , 
et par conséquent sa grandeur , est absolument déterminée 
par deux points ; elle doit donc être dans un rapport déter- 
miné avec la ligne minimum. Quel est ce rapport? 

On sait qu'Ëuclide a établi qu'un côté d'un triangle 
est toujours plus petit que la somme des deux autres. 
De là suit que toute ligne brisée entre deux points est 
plus grande que la ligne droite ; de là suit aussi, par des 
considérations de limites , que toute ligne courbe est plus 
grande que la ligne droite, et qu'ainsi la ligne droite est 
la plus courte. Nous allons essayer de donner la preuve 
générale que la ligne la plus courte doit passer par un 
point quelconque de la droite et par conséquent être 
droite elle-même. Soient, entre deux points al et 6', la 
ligne droite a' 6' et une autre ligne quelconque. Fai- 
sons passer par un point 
arbitraire c' de la droite 
deux surfaces sphériques. 
Tune autour de a} , Tautre 
autour de V\ elles n'auront 
que le point c' commun 
(théor. 95). Toute ligne 
qui ne passe pas par le point c\ doit, par suite, avoir deux 
points d! et e' , Tun par où elle sort de la sphère al , l'autre 
par où elle entre dans la sphère 6', de manière que la por- 
tion d'e' est entre les deux sphères. Cette ligne se décom- 
pose donc en trois portions a!d\ â!e^ et 6'&'. Imaginons que 
a! dJ , soit lié invariablement à a', de manière que la surface 
sphérique a' sera le lieu du mouvement du point d' autour 
de a', et que par rotation ce dernier point pourra être amené 
en c'. De la même manière le point e' pourra y être amené 
aussi. La nouvelle ligne résultant de cette double rotation, 
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laquelle passe par le point c^ et se compose des portio&s 
a'(f et 6' h\ est plus courte que la proposée de la portion cPe'. 
Donc la ligne la plus courte doit passer par le point c\ 
Le point c' ayant été pris arbitrairement, il est démontré que : 

Théor. 30. La ligne droite est la plv^s courte entre deux 
quelconques de ses points ( 1 ). 

Définition. La grandeur d*un chemin absolument déter^ 
miné par deux points , se nomme leur distance. 

Delà: 

Théor. SI. La ligne droite est la mesure de la distance ou la 
longueur minimum. 

Théor. 39. Deux sphères se coupent qua/nd la somme de 
leurs rayons est plus grande et leur différence plus petite que 
la distance des centres. 

Définition. Nous nommons surface équidistante celle dont 
tous les points sont également distants de deux points fixes. 

Théor. 33. Chaque point de la ligne droite qui passe par les 
deux centres d^une des circonférences qui engendrent cette sur- 
face est en même temps le centre de cette circonférence. 

Théor. 34. La ligne droite menée par deux points quel- 
conques Sune surface équidistante , y est contenue tout entière. 

Théor. 36. Uintersection de deux surfaces équidistantes est 
u/ne ligne droite. 

Théor. 38. Deux surfaces équidistantes qui ont trois points 
communs non situés en ligne droite^ sont identiques (2). 

Si Ton fait tourner une droite a' V autour d'une autre a' c' 
à laquelle elle est invariablement liée , chaque point d' de la 
première décrit une circonférence, et la surface engendrée 
est dite cône. La direction delà rotation de dV passant en a^d , 
et la direction rotatoire momentanée , se définissent comme la 



( 1 ) Cette démonstration tombe sous le coup de l'observation que nous 
avons faite page 288. 

{Note du traducteur.) 
(2 ) Nous avons omis de traduire les démonstrations* 

(Note du traducteur.) 
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direction linéaire; seulement on doit remplacer le mot point 
par le mot de droite. / 

Définition, Le lieu d'une ligne droite qui se meut autour d'un 
point a' avec ime direction constante ( 1 ) , est un plan. 

La surface équidistante étant la seule qui soit déterminée 
absolument par deux lignes droites qui partent d'un même 
point , il s* en suit que : 

Théor. 97, Tout plan est une surface équidistante, 

Théor. 9H, Toute surface par deux points de laquelle on 
^peut faÀjre à volonté passer une ligne droite qui y soit contenue 
tout entière , est un plan, 

Ge dernier théorème forme la définition vulgaire du plan. 
e' On ne démontre pas, quoiqu'on doive le 

faire , qu'une telle surface est possible ; que 
,^ la ligne droite a'e' , ne passe ni au-dessus 
*' \ ni au-dessous de c'd', mais la coupe en un 
d" point z'. 

La définition choisie par nous est génétique , elle établit 
l'analogie qui existe entre la droite et le plan, celle-là étant 
le produit de la constance de la direction linéaire, celui-ci de 
la constance à la fois et de la direction linéaire et de la di- 
rection de la rotation. 

Théor. 99, Toute ligne droite passant par deux points d^un 
plan^ y est contenue tout entière. 

Par un point a* d'une ligne droite a'b* d'un plan indéfini , 
on peut tirer d'autres lignes droites dans le même plan. 
Chacune de celles-ci a deux directions (théor. •§). De ce 
qu'elles sont tout entières dans le plan, une partie de 
celui-ci doit être située de chaque côté de la droite o^b'; si 
l'on tourne l'une d'elles autour de a'6' de manière à rabattre 
un de ses points dans l'autre partie , elle y tombera tout 




( I ) Cette constance dans la direction du mouvement d'une droite est-ce 
une notion bien claire et jinen précise? 

( Note du traducteur, ) 
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entiôre (théor. S6). Si noue nommons égales deux ûgured 
de l'espace gui sont placées de manière à coïncider par tous 
leurs points, on voit que : 

• Théor. 410. Toute ligne droite située dans un plan indéfini , 
le divise en deux parties égales. 

Étudions mcdntenant le rapport de la circonférence et du 
plan. 

Nous avons vu plus haut qu'une circonférence qui est le 
lieu des points situés à égale distance de deuz autres a' et &^ 
appartient tout entière au plan, et que le point c\ qui divise 
en deux la droite a' h\ tombe aussi dans le plan, et que, étant 
comme tous les points de a' b\ également éloigné de la cir- 
conférence^ il en est par conséquent un centre. Si Ton 
donne le plan et le point c', on peut constiniire par la rota- 
tion dans le plan d'une ligne droite de longueur conve- 
nable , la circonféi-ence comme trajectoire du point limite 
de cette droite. La trajectoire de la rotation d'une droite 
est un cercle. 

Théor. 41. Les ares d^un mime cercle sont égaux si leurs^ 
points limites coïncident. 

GoROL. L$s arcs peuvent se mov/voir sur la circonférence. 

Théor. 49. Les arcs d'un mime cercle ou de cercles éganix 
sont entre eux comme leurs secteurs. 

Il est donc possible de mesurer la rotation aussi bien par 
les arcs que par les secteurs; c'est donc une grandeur 
mathématique. 

C'est par la grandeur de la rotation constante que l'on 
mesure la différence de direction de deux lignes qui partent 
du môme point, de même que l'on mesure la distance par la 
ligne de direction constante. 

Définition. On nomme angle la différence des directions 
de deux lignes qui partent d'un môme point. 

La définition d'Euclide dit au fond la même chose; 
elle désigne l'essence de l'angle plus convenablement que 
celle qui en fait un plan indéfini. Les auteurs qui l'ont 
-blâmée n'ont pas su en apprécier la profondeur et la jus-» 
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tess6 , qualités gui doivent cependant être le but de toute 
science, et notamment des mathématiques. Au lieu de re- 
pousser la définition d^Euclide, on doit la compléter et 
expliquer le terme dHnclinaisan par l'expression de différence 
de direction. 

De notre définition de l'angle il suit que : 

Thêor. 43. L'arc est la mesure de VangU qui lui appartient. 

Pour comparer les grandeurs des angles, il faut une unité 
d'angle. Gomme la droite peut s'engendrer par deux mou- 
vements en sens contraires d'un de ses points, nom- 
mons angle de ISO» la différence de deux directions oppo- 
sées, et angle droit la moitié d'im angle de 180». 

Théor. 44. Tous les angles de 180» sont égaux. 

Théor. 46. Tous les angles droits sont égaux. 

Nous pouvons donc prendre l'angle droit pour unité 
d'angle. 

Théor. 48. La trajectoire d'une demircirconférence qui tourne 
autour d'u/n de ses diamètres , est une sphère, 

CoROL. Tout plan passant par le centre coupe la sphère 
suivant u/n cercle. 

Par suite, tous les points d'ime surface sphérique peuvent 
être atteints par la double rotation d'une droite autour d'un 
de ses points. Cette proposition rend possible la compa- 
raison générale de toutes les directions linéaires qui partent 
de différents points , et fournit ums solution simple et tout-à- 
fait rigoureuse du problème des parallèles. 

Soient autour des deux points a' et 6' deux sphères égales : 
les rayons de chacune d'elles sont situés dans toutes les 
directions possibles ; une comparaison des directions partant 
de a' est possible avec celles partant de h\ dès qu'à chaque 
point situé sur la sphère A nous en pouvons trouver un 
correspondant sur la sphère B. Nous avons vu plus haut 
qu'il existe deux paires de points pour lesquelles cela est 
possible au moyen de la ligne droite seule. Aux deux 
directions opposées de la droite a' V partant de a' , on peut 
désigner des directions correspondantes partant de h\ Si la 
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surface sphérique A est coupée par la droite a' 5' en c' et c", 
alors les deux points d^ et d" lui correspondent sur la 
sphère B. Un point e' qui n'appartient pas à la droite alb^ sur la 
sphère A n'est paâ complètement déterminé par sa distance 
à chaque point de cette droite , mais en tant que son lieu 
est une circonférence e appartenant à la sphère A. Sur la 
sphère B on peut facilement trouver par des déterminations 
de distances, la circonférence correspondante /*, qui doit être 
égale à e , mais pas aussi facilement un point f qui corres- 
ponde à e^ Par le secours du plan on trouvera f comme 
suit : 

Faisons passer un plan par les points a' , V et e' t son 
intersection avec chacune des deux sphères est une circon- 
férence, et, par suite, l'intersection de la x>artie du plan qui 
est du côté de e' par rapport kdh\ est ime demi-circonférence. 
Le point f qui doit correspondre au point e' , doit être situé 
sur un arc correspondant ; de plus, la ligne droite V f doit 
être distante de 6' ^ du même angle dont a^ é est distant 
de a' d \ par suite l'arc ôi f doit être égala Tare c'c», si le 
point /> doit correspondre au point e^ Nous avons ainsi deux 
déterminations auxquelles le point /^ doit satisfaire en 
même temps; mais im seul est dans ce cas , et c'est celui 
que l'on obtient si l'on porte l'arc c' e' à partir de ô! sur la 
circonférence intersection du plan d \f d avec la surface 
sphérique B, et naturellement de ce côté du plan par rapport 
à (£ V où e' est situé. Ainsi à chaque rayon d'une sphère il y 
en a un, mais un seul, qui correspond dans l'autre , et tous 
deux ont même direction linéaire. 

Ck)mme la direction dans chaque droite est constante et 
indépendante de sa grandeur, ce que nous disons des 
rayons peut se dire des lignes droites ; donc : 

Théor. 41. a chaque droite a' e' qui part d'un point a', il 
en correspond une autre ^ niais une seule^ b' f, qui^ partant du 
point h\ a mênié direction. 

Définition, On nomme parallèles des droites de même 
diiection. 



- 804 - 

. Doue : 

Théor. 4S. Si une droite a'b' fait mec deux autres a^e' H 
b' f, ùtuèes dans le fnime pUm^ et du même côté de la sécante 
a' 1)', deux angles correspondants égaux , les deux dernièi^es sont 
parallèles. 

On est en droit de retourner cette proposition ; car il n*y 
a (théor. 47) qu'une droite 5' /'qui, partant du point &', 
court parallèlement à ime autre a' ef. Voici cette inversion : 

Théor. 4!I. a) Deux droites parallèles sont situées dans le 
mime plan, h) Deux droites parallèles font avec itne même 
sécante des angles correspondants égaux. 

Cette dernière partie du théorème se démontre très-sim- 
plement comme suit : la sécante a, en chacun de ses points 
d'intersection , même direction ; les lignes parallèles ont 
même direction ; donc les différences des directions de la 
première et des deux autres , c*estràrdire les angles corres- 
pondants dont égaux. 

On sait que de là il est facile de déduire les théorèmes 
suivants : 

Théor. SQ. La somme des angles extérieurs de toute figure 
rectUigne est égale à queare droits, 

Théor. 6 i . La somme des trois angles d^un triangU est égaHe 
à defux droits. 

On sait également que, ce dernier théorème établi , il est 
aisé de démontrer les proportions ordinaires sur Tinter^ 
section des droites dans un plan. Elles se divisent en deux 
classes : à la première s^PP^^tiennent les suivantes : 

a) Si deux droites coupées par ums sécante font des angles 
correspondaros égmx^ elles ne se coupent pas, 

h) Si deux droites se coupent , eUes font des angles inégaux 
avec une même troisième. 

Gomme conséquence de celle-ci , on trouve que la somme de 
dexAX arhgles d'uri triangle est plus petite que deux droits; que 
r angle extérieur est plus grand que Vufi des intérieurs hdki 
"Odjcteents , eU^M . , 

La seconde classe contient les propositions inverses : 
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c) Si deux lignes droites indéfinies ne se coupent pas , elles 
forment avec une sécante des angles égaux. 

d) Si elles font des angles inégaux, elles se coupent. 

Les deux dernières, comme les deux premières,ue diffèrent 
entre elles que sous le rappori c^e lit fovxM logique ; et elles 
se ramèneraient toutes les quatre Tune à Tautre , si à Tune 
d'entre elles on pouvait ajouter : et seulement dans ce cas. 
La difficulté spéciale de la théorie des parallèles est donc 
de prouver une proposition de chaque classe : nous avons 
prouvé la première; nous allons prouver la dernière U)* 

• -..'.;... 

A partir de ce point, la rigueur géométrique ne faisant 
plus défaut dans les traités ordinaires, nous regai*dpns 
notre tâche comme finie. 



i^i*«i««irt*»^(Ml*»^aiWMiW«Naa>«Mp*vH|»^-i4«Ht«a-aMa>«»>MMAk«tor_«M 



(i) Nous renvoyons V pour U critique de ceUe partie du travail de 
M. Ueberwegy ù ce que nous disons de la direcHon (pagei i^ el auiv. 9A 
page 230) et des parallèles (page 216). 

( Noté eu traducteur.) 



EmmATA ET ADDENDA. 



Page 47, à la note, ligne 1'*, après le mot lois, ajoutez : scientifiques. 
» 49 , id. id, dernière, au lieu de dans l'appendice , lisez : 
à la fin du paragraphe suivant. 

» 61 , 4* ligne, au lieu de l'attraction? lisez : l'attraction. 
» 68 , 4* ligne , après le v(U)t arithmétique , doit venir la note 
suivante : 

Entre la géométrie et l'arithmétique , vient se placer F algèbre ou 
la science de la quantité en général. 

Page 137, 28* ligne, ajoutez : 

Enfin, cette même difficulté est insurmontable, si l'on veut donner, 
d'une façon élémentaire , les conditions de similitude des figures 
composées de lignes tracées arbitrairement dans l'espace ; telle 
serait , par exemple , la figure formée par les trois directrices d'un 
hyperboloîde , c'est-à-dire , par trois droites qui ne se coupent pas 
et ne sont pas parallèles. 
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